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Aufgabe 16:

(a) Es handelt sich bei der DGL um eine lineare, inhomogene DGL dritter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten (vgl. Abschnitt 25.11 des Skriptes). Das charakteristische Polynom p
lautet

pN)=X-XN+A1-1 VireC.

Die Nullstellen
)\1 = 1, )\2 = i, und )\3 = —i

konnen erraten werden. Damit bilden 1, y2 und y3 mit
y1(z) = €, ya2(z) = cos(x), y3(z) = sin(x)
fiir alle x € R ein Fundamentalsystem fiir die obige DGL.

Da A\ = 1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, lautet der Ansatz von der
Form der rechten Seite fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung y,(z) =
Cze®. Die Konstante C' wird durch Einsetzen in die DGL bestimmt. Es gilt

yp(z) = C(1+x)e”, yp(x) = C2+x)e” und y'(z)=C(3+x)e”
und damit
CB+x)e*—C2+x)e"+C(1+x)e” —Cre” =2¢"=C=1.
Damit lautet die allgemeine Losung der DGL
y(x) = ze” 4+ C1e® + Cycos(x) + Cs sin(z) z€R
mit freien Konstanten Cy,Csy, C3 € R.

(b) Bei der DGL handelt es sich um eine Eulersche DGL (vgl. Abschnitt 25.12 des Skriptes).
Substituiere also # = e! und setze v(t) = y(e!). Dann ist v'(t) = e'y/(e!) und v"(t) =
ety (e!) + ety (e!). Einsetzen in die DGL liefert

:J:Qy"(x) + 52y (z) + 4y(x

& 2y (ef) + 5ely (ef) + 4y et
& 0" (t) + 4ety’(e!) + dy(e!
V" (t) + ' (t) + do(t

S N N N
I
gV}
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+

Dies ist eine lineare, inhomogene DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das
charakteristische Polynom lautet

PN =N +4r+4=(1+2)? WVreC
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Damit bilden v; und vo mit
vi(t) = e 2, vy(t) = te 2 vVt e R

ein Fundamentalsystem fiir die obige DGL.

Da 2 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, lautet der Ansatz von der Form
der rechten Seite fiir eine partikulire Losung der inhomogenen Gleichung v,(t) = Ce*. Die
Konstante C wird durch Einsetzen in die DGL bestimmt, also

1
Damit lautet die allgemeine Losung der DGL fiir v

1
v(t) = 1—6€2t +Cre 2 4 Cyte™  VieR

mit freien Konstanten Ci,Cs € R.

Riicksubstitution ¢ = In(x) liefert die allgemeine Losung der urspriinglichen DGL

1, 1
y(z) = 6% +Clﬁ+02

In(z)

Vo > 0.
2 o

Aufgabe 17:
Wir machen einen Potenzreihenansatz (vgl. Abschnitt 25.13 des Skriptes) y(z) = > o7 cpa”.
Dann ist

o)
@) = 3 neaa !,
n=1

y”(x) = Zn(n—l)cnmnfz

n=2

Einsetzen in die DGL liefert

(e 9]

oo o0
y"(z) + zy (z) + y() = Z n(n —1)e,z™ 2 + Z nepx” + Z ez
n=1 n=0

n=2
[eS)

00 o
Indeéshlft Z(n + 2)(n + 1)Cn+2$n + Z ncnxn 4+ Z Cnxn

n=0 n=0 n=0
[eS)

= Yl +2)(n+ Densz + (n+ Degla” =0
n=0
Koeffizientenvergleich liefert die dquivalente Aussage

Cn
n 4+

n+2)(n+1)cpp2+(n+1)c, =0 VneNy & Cnt2 = — Vn € Ny

Aus der letzten Gleichung erkennt man mit der ,, Technik des scharfen Hinsehens“T™ dass fiir
gerade n = 2k mit k € Ny

Cok Cok—1) (—1)F+1

QDT Tk 11 @K+ DK T 2R




gilt, wiahrend fiir ungerade n = 2k + 1 mit k € Ny

Coktl _ Cok—D+1 (=D)F12RH (k1)

R T QM T T3 T Rk +3)2k+ 1) @R+ D+l !

folgt. Durch die Wahl ¢p = 1 und ¢; = 0 bzw. ¢g = 0 und ¢; = 1 erhédlt man zwei linear
unabhéngige Losungen

[e%s) 71k [e'e) 1 .TQ k 2
e = Y b=y g (-5) =T

— (—1)F2Fk
y2($) _ Z( ) k $2k+1.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also y = Ciy; + Coy2 mit freien Konstanten
01, 02 e R.

Aufgabe 18:

(i) Wir machen einen abgewandelten Potenzreihenansatz (vgl. Abschnitt 25.14)
o0
y(x) = :U”ch:c" mit p€eR, ¢g=1.
n=0

Dann ist

o oo
1y (@) = Y ealn+ )™, () = 3 enln+ p)(n+ p— Da" .
n=0 n=0

FEinsetzen in die Differentialgleichung liefert

z T
P2y (2) + 2/ () + Ty(a)
> n 1 > n 1 = n+1
o [;C”("”)("“’_”m Fy et o+ 73 e <0
x>0 = 1 n — Cn—1 n
P nz:ocn [(n+p)<n+p—2>]x —l-nz:l[ 1 }36
=:f(n+p)

> cn—l n
= f(p)—i—Z{Cnf(”‘i‘P)"‘ 1 }x = 0.

n=1

Koeffizientenvergleich liefert die dquivalente Bedingung

flp) =0, cnf(n+p)+c”4‘1:0 Vn € N

Die erste Bedingung (determinierende Gleichung, vgl. Abschnitt 1.14 der Vorlesung)

f(p)zp(p—§> 0

hat genau zwei verschiedene Lésungen p; = % und ps = 0. Da p; —p2 = % ¢ Ny (erster Fall
des Satzes 25.14 der Vorlesung), fiithrt die zweite Bedingung (Rekurrenzgleichung) sowohl
fiir py also auch fiir py zu linear unabhéngigen Losungen y; und y» der DGL.



® p = %: In diesem Fall lautet die Rekurrenzgleichung

Cp—1 Cn—1 Cn—2
CTL — - = — = —
4(n+3)n 2n(2n+1)  (2n—2)(2n —1)2n(2n+1)
(2n +1)!

Damit lautet die Losung

1 -n™ > (=)™ 201 .
yo(z) :x2nz%(2n+1)!m :,;)Mx 2 =sin (V) Va > 0.

e p; = 0: In diesem Fall lautet die Rekurrenzgleichung

Cn—1 Cn—1 Cn—2 (_1)77,
Cn = — = — = = =

4(n—4n 2n(2n—1) (2n—-3)2n—-2)2n—-1)2n "~ (2n)!

fiir alle n € N. Damit lautet die Lésung

(@) =23 (e = 32 (o (V)" = cos (v2)
n=0

n=0

fiir alle z > 0.

(ii) In der Notation des Satzes aus Abschnitt 25.14 der Vorlesung ist

) 1 . ) )
pj = —201(3), ¢qj = 1500) + 027 J € Np.

Damit lautet die determinierende Gleichung

1 1\?
fpy=plp-1)+=(r-5) =0
Die Rekurrenzgleichung lautet

fA+pa—201-1+p) = 0,
fn+plen —2(n—1+p)cn-1+cn2 = 0 Vn>2.

Da f eine doppelte Nullstelle hat, bekommen wir mit dem abgewandelten Potenzreihen-
ansatz nur eine Losung y; der DGL (zweiter Fall des Satzes aus Abschnitt 25.14 des
Skriptes).

® p = %: In diesem Fall lauten die Rekurrenzgleichungen

a = 1
P 2 (n - %) cz,l —Cn-2 _ (2n — l)cn2_1 — Cp_2 Vi > 2,
n n
Die folgende Wertetabelle
n|0 1 2 3 4 5
all 1 5 § u ™

legt die Vermutung ¢, = % fiir alle n € N nahe. Tatséchlich gilt (Beweis per Induk-
tion):



— IA (n =0, n = 1): Siehe obige Wertetabelle.

— IS (n ~ n+1): Gelte fiir ein n € N die (IH)

1
Ck:H VO <k <n.

Dann gilt fiir n + 1 (Rekurrenzrelation):

(2n + 1)ep, — cp—1 (1H) (2n + 1)% - ﬁ 2n+1)—n

Cotl = (n+1)2 - (n+1)2 T nl(n+1)2

B n+1 B 1

(4 Din+1)  (n+1)!

]
Es folgt
Ny |
yi1(x) = 22 Z ma;" = /ze® Vo € R.
n=0

yo: Fiir eine zweite Losung y1, die zu yo linear unabhéngig ist, machen wir den Ansatz

Es ist dann

nhe) = PG )+t S (nh ) dur
2ll@) = (@)l (@) + 209, (2) — yn () + xb f: (n + ) <n - ;) d,z"

> 1
= Ph@)y(e) + 2 () ) +ar Y (n - 4) doc™.

n=1

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert (In-Terme fallen weg!)

1+ 422
(@) — 20y (e) + ()
1 — 1
= 2zyi(z) —y1(x) + 22 Z <n2 — 4> dpz"
n=1
oo oo
1 1+ 4a?

22 [yi(a) +22 Y (n +5 ) dna” | + +4 il P Zdnx”]

n=1 n=1

= <2x§ + \/§> e’ — \J/xe® —2x2e”
o0 oo
—h/;fZ(nQ —2zn — z)dya" + \/EZ dpxt?
n=1 n=1

= <d1x + (4dg — 3d1)x2 + Z n’d,z" — Z(?n + 1)dn:cn+1 + Z dnJ:”)
n=3 n=2 n=3
= VT (dlx + (4dy — 3d1)2® + ) [(n® + 1)dp — (2n — 1)dp 1] x") =0
n=3
Vz>0 2 = 2 no_
& diz+ (4dy — 3d1)a® + ) [(n® + 1)dp — (20— 1)dp_1] 2™ =0

n=3



Koeflizientenvergleich liefert

2n—1

di =0, ddy—3di =0, dy=
1 =0, 2 —3d1 =0, 2

dp_os  Vn>3.

Damit ist d,, = 0 fiir alle n € Ny und

y1(z) = Vze® In(z)
fiir alle z > 0.

(iii) In der Notation des Satzes aus Abschnitt 25.14 der Vorlesung ist
: 3. . , .
pj==00(j): ¢ = ;0(j) —02(j)  Vj€No.

Damit lautet die determinierende Gleichung

1 3

f(p)ZP(p—l)—er%:pg—?er%: (p—2> (p—2> =0.

Diese hat die Losungen p; = % und pg = % Die Rekurrenzgleichung lautet

fA+p)c1 =0, f(n+p)cn —cn—2=0 Vn > 2.

Da p;—p2 = 1 € N bekommen wir mit dem abgewandelten Potenzreihenansatz moglicherweise

nur eine Losung y; der DGL (dritter Fall des Satzes 25.14 der Vorlesung).
® p = %: In diesem Fall lauten die Rekurrenzgleichungen

Cn—2

2c1 = = — > 2.
c1 =0, c (n+ Dn Vn >
Damit folgt cor+1 = 0, sowie co, = (2k+1) fiir alle & € Ng. Also ist
5 — 1 n - 1 .
yl(l“) :xQZml‘Q :\/52 maz?n—f—lzﬁsmh(m) Vx > 0.
n=0 n=0

® Py = %: Wir versuchen zunéchst den ,logarithmusfreien“ Ansatz (vgl. Satz 25.14 der
Vorlesung). Die Rekurrenzgleichungen lauten

Cn—2

nln—1) Vn > 2

O-c1=0, c,=
Wegen der ersten Gleichung, kann ¢ frei gewéihlt werden, etwa ¢; = 0. Die zweite
Gleichung liefert dann cop1 = 0, sowie cop = (2 I fiir alle k£ € Ny. Damit fiihrt der
ylogarithmusfreie“ Ansatz in der Tat zum Ziel und es ist

V@ cosh(zx)

fir alle z > 0.



Aufgabe 19:

(a)

Es handelt sich bei der Differentialgleichung um eine lineare, inhomogene Differentialglei-
chung dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische Polynom p lau-
tet

pA) =M +XA2—4r—4 VreC.

Die Nullstelle
A= —1

kann erraten werden. Polynomdivision liefert
PN =A+1D)AN—4) = A+ 1A -2) (A +2)

Also sind die anderen Nullstellen von p gerade Ay = —2 und A3 = 2. Damit bilden y1, o
und y3 mit
yi(x) =e >, gp(r)=e"  ys(z) =€
fiir alle x € R ein Fundamentalsystem fiir die obige DGL.
Da die Gleichung linear ist, kénnen die partikuldren Losungen zu den Inhomogenitéiten

fi(z) =1 und fo(x) = e~ * einzeln bestimmt werden. Thre Summe ist dann eine partikulére
Losung zu der Gesamtinhomogenitidt f(x) =1+ e *.

Die partikuldre Losung vy, 1(x) = _Z zur Inhomogenitét f; kann geraten werden.

Fiir eine partikuldre Losung ¥, zur Inhomogenitét f; machen wir den Ansatz von der
Form der rechten Seite. Da —1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms ist, lautet
dieser yp2(x) = Cze™™. Es gilt

Ypolz) =C(Ll—2)e™™,  yyo(e)=Cla—2)e",  yyhle)=CB-z)e "
Die Konstante C' wird durch Einsetzen in die DGL bestimmt, also

1
CB-—2)e®+C(x—2)e®—4C(1—2)e® —4Cxe " =" = C = -3

Damit lautet die allgemeine Losung der DGL

1 1
y(z) = 1" gxe_x + Cle™ % 4 Che™™ + Oqe®

fiir alle z € R mit Konstanten Cq,Cy, C3 € R.

Bei der DGL handelt es sich um eine Eulersche DGL. Substituiere also z = e! und setze
v(t) = y(e'). Dann ist v/ (t) = e'y/(e!) und v"(t) = e*y"(e!) +ely/(e?). Einsetzen in die DGL
liefert

2%y (x) — 3wy (2) + 4y(z) = In(z)
o ey (ef) — 3ely/(ef) + dy(et) = ¢
e 0"(t) — dely ( Y 4dye) = t
s (t) -4 (t) + () = t

Dies ist eine lineare, inhomogene DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das
charakteristische Polynom lautet

p(A) =X —4r+4=(\—-2)? WVreC.



Damit bilden v; und vo mit
vi(t) = e, va(t) = te*
fiir alle t € R ein Fundamentalsystem fiir die obige DGL.

Fiir eine partikulidre Losung der inhomogenen Gleichung machen wir den Ansatz von der
Form der rechten Seite v,(t) = Cit + Cy. Einsetzen in die DGL liefert

1 1
_4CI+CIt+4CO:t:>01:1>CO:Z-

Damit lautet die allgemeine Losung der DGL fiir v

t+1
v(t)—%ﬂhe + Coze®®

fiir alle ¢ € R mit Konstanten Cy, Cy € R. Riicksubstitution = In(¢) liefert die allgemeine
Losung der urspriinglichen DGL

1 1
y(z) = n(ti;r + C1t? 4+ Cyt? In(t)

fir alle ¢ > 0.

Aufgabe 20:
Wir machen einen Potenzreihenansatz y(z) = Y o2 ¢pa™. Dann ist
oo o
= Z nepa y"(z) = Zn(n — Depz™ 2
n=1 n=2
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
o
y"(z) — zy (z) + 2y(x) = Z n(n — 1)cpa™™ Z nepx” + 2 Z cpx”
n=2
. [ee]
Indexshift Z(n +2)(n+ 1)cppox” Z nepz” 4+ 2 Z Cn
n=0
> !
= D n+2)(n+1cnre+ (2 - n)ey]a” =0
n=0

Koeffizientenvergleich liefert die dquivalente Aussage

(n—2)

n+2)n+1)cpy2+(2—n)e, =0 Yn e Ny & Cn+2 = m

¢, VYn € Ng.

Wir wahlen ¢g = 1 und ¢; = 0 und schlieffen aus der obigen Rekurrenzgleichung auf cor+1 =0
fiir alle k& € Ny, sowie ¢ = —1 und cg, = 0 fiir alle £ > 1. Damit ist y;(z) = 1 — 22 eine Losung
der Differentialgleichung.

Nun wéhlen wir ¢g = 0 und ¢; = 1 und schlieflen aus der obigen Rekurrenzgleichung auf cop, = 0
fiir alle k € Ng, sowie (n = 2k + 1, ,scharfes Hinsehen “T™)
(2k —1) (2k —1)(2k — 3)
C2k+1 = C2k—1 =
(2k +2)(2k + 3) (2k + 3)(2k + 2)(2k + 1)(2k)
ITj—0(2j — 1)
(2k + 3)!

C2k+3



fir alle £ € Ny gilt. So erhalten wir eine zweite, zu y; linear unabhéngige, Losung yo mit

-1) - 1) = 15525 - 1)
_ 2R3 — 2k+1 _ J=0 2k+1
"”Z 2k+3 9”2 2k:+1 T @kt ¢ kZ:o T

fiir alle z € R. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist also y = Ciy1 + Cays mit
freien Konstanten C7,Cy € R.

Aufgabe 21:

(i) Wie in Aufgabe 18 liefert der abgewandelte Potenzreihenansatz die determinierende Glei-
chung (an der DGL ablesen!)

f(p)=p(p—1)+zp=p<p—i> =0,

sowie die Rekurrenzgleichung

3
fn+p)ey, — L1 = 0 Vn € N.

Die determinierende Gleichung hat genau die Losungen po = 0 und p; = %. Da p1 — p2 =
i ¢ N, fithrt die Rekurrenzgleichung mit p = p; bzw. p = p2 zu linear unabhéngigen
Losungen y; und yo der DGL.

® p = i: In diesem Fall lautet die Rekurrenzgleichung

3Cn_1 . 3Cn_1 . . 3"
dn(n+1)  n@n+1) T n! [T, (45 +1)
fiir alle n € N und damit

1 3"
yl(x) =1 n . z"
7;) n! I (4 +1)

Cp —

fiir alle z > 0.

e po = 0: In diesem Fall lautet die Rekurrenzgleichung
o 3cn-1  3ep1r 3"
" dn (n— 1) T on(dn-—1) 7 n! G-, (45 — 1)

fiir alle n € Ny und damit

3" .
w0 = 2 -1

n=0

fiir alle x > 0.
(ii) Der abgewandelte Potenzreihenansatz liefert die determinierende Gleichung
f)=plp=1)+3p+1=p"+2p+1=(p+1)* =0,
sowie die Rekurrenzgleichungen

f(l + p)q - 07
fn+p)en+4cp2 = 0 Vn € N.

Die determinierende Gleichung hat genau die Losung p; = p2 = —1. Damit bekommen wir
mit dem abgewandelten Potenzreihenansatz nur eine Losung ¥y der Differentialgleichung.



e p; = —1: In diesem Fall lauten die Rekurrenzgleichungen

61:0,

e, —
Cp = — n22 Vn > 2.
n

Damit folgt cor+1 = 0, sowie

o — T ) I G O
TR TR (k)2

fiir alle k € Ny. Also ist

fiir alle z > 0.

e y> : Wir machen den Ansatz

n(x) = (@) (@) + Zl dn™
Es ist dann _
() = zln(@)yh(z) + ya(z Z dp(n — 1)z
Pyl(n) = ﬁmuwﬂ@+2wam—yﬂw+§imm%—nm—2m“

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert (In-Terme fallen weg!)

w?ys (x) + 3zys(z) + (14 427y (z)

2xyy (x) — y1 () + 3y (2)
% d ln—1)(n—2)+3(n—1)+1]dpa™ +4) dnx”+2>
n=1 n=1

2wy} () + 2y (¢ +1<Zn2d:c +4Zdz >
1 = (-1)"(2n—1 = (=1)"
:J%Z<H%2>W+Z%&ﬁﬁ]

n=0 n=0

o
= |diz + 4dya® + > (nPdy + 4dn2)m”] =0
n=3

2n
22 22" + dyz + 4dya® +Z n’dy, + 4d,_o)a"
n=3

2 = (=D"n oy
diz + 4(dy — 1)z +4nz::2 i

[e.9]

+ Z4k2d2k + 4d2(k_1)$2k + Z((Qk + 1>2d2k+1 + 4d2k,1)(£2k+1 =0.
k=2 k=1

10



Koeflizientenvergleich liefert die dquivalente Bedingung

4
d = 0, d2k+1:—md2k—l Vk €N,
1k
d2(k71)+((k1f))2 (=)L dygy)
dy = 1,  doy=— - = T Wk > 2.

Damit ist dogy1 = 0 fiir alle k& € Ny, sowie

] (-1 dagy <—1>’f+1(1 (k) )
2%k = - = 2(k—1)

A 1) FR W e § 157
—1)k1 /1 E— 1))2
- (k?)2 (k - W@%—n)
_ DM (=) (DF 1 (k= 2))?
IR (k TR G (/-:— = d2<k—2>>>
-1 k+1 1 1 E_9 !)2
- | (k?)z (k Tt (((_1),11 d2(k—2)> =...
B (_1>k+1 1 1 1
RENCIE (k+k—1+m+1>
fiir alle k € N. Definiere hy, := Z?Zl % (k-te Partialsumme der harmonischen Reihe).
Es folgt

ya() = In(@)yn (z) + % S O, o

fiir alle z > 0.

(iii) Zuné&chst halten wir fest, dass

2"L‘ o o0
1_x:2x§ x”:2g z"
n=0 n=1

fiir alle 0 < = < 1 gilt (geometrische Reihe). In der Notation des Skriptes (Abschnitt
25.14) ist also

p;j =200(j), q; =2(1—250(4)) Vj € No.

Die determinierende Gleichung lautet also

f(p) =plp—1)+pop+q = plp+1)=0,

die Rekurrenzgleichung

n—1
(n+p)n+p+en+2Y =0 VYneN.
k=0
Die Losungen der determinierenden Gleichung sind gerade p; = 0 und ps = —1. Wegen

p1—p2 = 1 € N, bekommen wir mit dem abgewandelten Potenzreihenansatz moglicherweise
nur eine Losung y; der Differentialgleichung.

e p; = 0: In diesem Fall lautet die Rekurrenzgleichung

9 n—1
= Vn € N.
“n n(n+1) kzock "

11



Es ist demnach
2

co =1, q:—;:—L @:—%u—uzo, (3:—%§j%zu
k=0
Daraus ist ¢, = 0 fiir alle n > 2 ablesbar. Also ist
yo(z) =1—=x
fiir alle 0 < z < 1 eine Losung der Differentialgleichung.
p1 = —1: Wir versuchen zunéchst den ,logarithmusfreien“ Ansatz. In diesem Fall

lautet die Rekurrenzgleichung

n—1

n(n—l)cn—FQZCk Vn € N.
k=0

Insbesondere (n = 1), soll ¢y = 0 gelten, was einen Widerspruch zur Wahl ¢y = 1
darstellt (nur die triviale Losung y; = 0 befriedigt den gewéhlten Ansatz).

Zielfithrend ist also der ,logarithmusbehaftete” Ansatz
1 oo
yo(x) = In(z)y1 (z) + - Z;)dn:c”.
n=

Rechnerisch ist es in diesem Fall jedoch einfacher, das Reduktionsverfahren von
d’Alembert (y2(z) = v(z)y1(x)) direkt zu benutzen. Dies fiihrt auf eine lineare DGL

erster Ordnung
2yh(x) 2
"(z) 4+ ' ( 22 4+2)=0
Vi) i) ya(z) =

fiir . Wir berechnen

/yé(x)dz = In(ya(z)), /idx = In(x).

ya(z)

Damit ist

2
W (z) = e 22 () — o~2n(r(-w)) _ <1)>

z(1—z

eine nichttriviale Losung der Differentialgleichung fiir v". Es gilt ferner (Partialbruch-
zerlegung)

I L1 2 L2 o1 1202 1
z(1-2)) \o 1-2) 22 z1-2) (1-2)2 22 =z 1—-z (1-2)?

fir alle 0 < z < 1. Folglich ist

1 1
"(z)dz = —= + 2In(z) — 2In(1 — .
/v(x);r :):+ n(z) n( :L‘)—i—l_m

Somit ist

y2($)=v(x)y1(m)=2—i+2ln< >(1—x) Vo<z<1

1—2
eine weitere Losung der urspriinglichen Differentialgleichung.

http://www.math.kit.edu/ianal /lehre/hm3phys2017w/
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