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Losungsvorschlige zum 05. Ubungsblatt

Aufgabe 22:

(i) Sei F': R? — R definiert durch F(z,y) = —y fiir alle (z,y) € R%. Dann ist F stetig und
stetig partiell nach y differenzierbar:

OF
— =-1 R?
3y (z,9) Y(z,y) €

Das zu losende Anfangswertproblem ist also

Y (z) = F(z,y(z)), y(0)=—1.

Nach dem Satz von Picard-Lindelof aus Abschnitt 26.2 der Vorlesung hat es also eine
eindeutige maximale Losung.

Die Picard-Iteration (vgl. Abschnitt 2.4 der Vorlesung) ist gegeben durch

yo(r) = -1 Vx€eR,
€T
Ynt1(v) = —1—/ yn(t)dt Vz e R.
0
Es gilt
x
yi(z) = —1+/ 1dt = —1 + a,
0 1
yo(r) = —1—/ (—1+t)dt=—1+m—§x2,
0
1 1
= -1 _ 2 - 03
y3() +x 296 +2.3:r,
1 1 1
ys(z) = —l+a— -2’ +-—a°— 4

2" To3" Ta2.34"
fiir alle z € R. Dies legt die Behauptung
n (_1)k+1 .

yn(x) = ZT‘T Ve e R
k=0 '

fiir alle n € Np nahe. Tatséchlich gilt (Beweis durch vollsténdige Induktion):

e TA (n=0):

0 (_1)k+1
wia) = —1= 3 0k voer
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e IS (n ~ n+1): Gelte die (IH)
n —1)k+1

Z (];xk Ve eR
k=0 ’

fiir ein n € Ny. Dann gilt fiir n + 1:

x (IH) n -1 k+1 x
Yn+1(2) = —1—/0 Yo (t)dt "= —1—2(]3!/0 tkdt

k=0
~ (DR ~ (DR
+kzok!(k:+1)x +kzo(k+1)!$

IndexShift S i—ah =Yk vaeR

Damit konvergiert die Picard-Iterierte fiir jedes x € R gegen

~ (-1)*
I E _ 1 — k_ __—=x
y(z) = nh_}ngoyn(w) = nh_{rgoz T e .
k=0
Einsetzen in die Differentialgleichung bestétigt
y(z)=e" = —y(z)

fiir alle x € R. Also ist y auch die maximale Losung des Anfangswertproblems.

In diesem Fall ist F(x,y) = (1 + y) cos(z) fiir alle (z,y) € R?. Wieder ist F stetig und
stetig partiell nach y differenzierbar:

oF o 9
aiy(xvy) - COb(l’) V(Sﬂ,y) eR

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f ist also das gegebene Anfangswertproblem eindeutig
16sbar.

Fiir die Picard-Iteration gilt

yo(z) = 1,

yi(x) = 1+sin(z)+ /OI cos(t)dt = 1+ 2sin(t),

x
yo(z) = 1+sin(:c)+sin(a:)+2/ sin(t) cos(t)dt = 1 + 2sin(x) + sin?(z),

0

1 1

ys(z) = 1+ sin(x)+sin(z) + sin(z) + 3 sin®(x) = 1 + 2sin(z) + sin?(x) + 3 sin®(z),

1 1
ya(z) = 1+2sin(:z:)+sin2(a:)+§sin3(x +ﬂsin4(x),

(@) = 2 (14 sin(e) + 5 sind(e) + sz s (@) + st (@) + (@) ) — 1

ys(z) = sin(z) + g sin”(2) + 5o sin®(2) + 5o sin’(z) + 5o sin’(@

fiir alle z € R. Dies motiviert die Behauptung
"1
yn(z) = 22 E(sin(w))k -1 VzeR
k=0

fiir alle n € Ny. Tatséchlich gilt (Beweis durch vollsténdige Induktion):



IS (n ~n+1): Gelte die (IH)
n 1 .
x) :QZESIH (x)—1 VzxeR
k=0
fiir ein n € Ng. Dann gilt fiir n + 1:
T
Yn+1() = 1+ sin(z) + / Yn(t) cos(t)dt
0
n 1 x T
1+ sin(x) + 2 — sin®(t) cos(t)dt — cos(t)dt
=0
" 1
_ in++0 (¢ _
= 1+22k‘!(k+1) [sm (t) } 1+2Z

- n+1 n+1
I -Shift
nee= 25 —sm —25 —sm )—1 VzeR

(IH)

7 sin (k+1) ()

Damit konvergiert die Picard-Iterierte fiir jedes x € R gegen

n—oo

n
— T — 1 L. k _ 9 sin(x)
y(x) := lim y,(z) = HILH;O2 Z 7 Sin (x) —1=2e -1
Einsetzen in die Differentialgleichung bestétigt

Y (x) = 2cos(z)e™@) = (1 + @) — 1) cos(z)

fiir alle z € R. Also ist y auch die maximale Lésung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 23:
Die in 3/ quadratische Gleichung

3
F(z,y,y) = 2? —2xy+§(y’)2 —y=0

.2 \/5 1
= S 2 ]y — a2,
Y=3"=\3\y¥y 3"

Betrachte 0.B.d.A. den Fall y{ > 3:0 (wihle ansonsten den anderen Losungszweig oben). Das

AWP
x+\/>\/y— ) = Yo. (AWP’)

hat nach dem Satz von Picard-Lindel6f auf D = { z,y) € R?|y > %xQ} eine eindeutige ma-
ximale Lqung Ymax ° Imax — R. Das maximale Existenzintervall enthélt ein abgeschlossenes
Intervall I = [zg — §,20 + 6] C Imax (fiir ein 6 > 0). Setze § = Ymax| -

hat genau die Losung(en)



Behauptung: Das urspriingliche AWP
F(z,y,y') =0,  ylzo) =vo,  y'(x0) = w0 (AWP)
hat auf D' = {(x, y,2)| F(x,y,z) =0, z # %x, T € f} die eindeutige maximale Losung g.

Beweis: Klar ist, dass § eine maximale Losung von (AWP)) ist.

Angenommen, y : I D I — R ist eine weitere Losung von (AWP)). Betrachte das grofite Intervall,
welches xy enthilt und auf dem y mit ¢ {ibereinstimmt. Setze dazu

o = inf{erWte (2,70) : 4/ (t) > gt}
, 2

b := sup $€I|Vt€(aco,x):y(t)>§t ,

J = (a,b).

Wegen der Stetigkeit von y' ist J # (). Ferner 16st y|; per Konstruktion (AWP’)). Zeige nun
J = I. Angenommen, das wire falsch, etwa b < sup I. Dann gilt
. ’ .y 2
lim y'(x) = lim g'(z) > -b.
r—b— z—b— 3
Wegen der Stetigkeit von ¢/, ist dann y'(x) > %1: auf einer Umgebung von b — im Widerspruch
zur Definition von b. Also b = sup I. Genauso sieht man a = inf [ ein.

Enthélt I einen seiner Randpunkte ¢ € {inf I,supI} N1, so gilt y'(c) = ¢'(c) > %c (wieder

wegen Stetigkeit von y'). Insgesamt haben wir also y/(z) > %x fiir alle x € I eingesehen.

Damit 16st y (AWP’). Wegen der Eindeutigkeit der Maximalldsung ymax, gilt in der Tat y = ;.
U

Aufgabe 24:
Fiir jedes f € C(]0,1]) ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 7T f
differenzierbar mit

@) = [ Cf ()t + 2 f ()

0

fiir alle x € [0, 1]. Insbesondere ist T'f stetig und damit ist 7" eine Selbstabbildung von C'([0, 1]).
Ferner gilt fiir jedes = € [0,1] und jedes f,g € C([0,1])

o [Cesae-s | ztg(t)dt‘ < ol [Tt - sar

(Tf)(z) = (T9)(x)| = Jzl
<1 1£=9lloc

1 271 1
< -l [ =1 -ale|5] =31l
0 t=0

Setze a = % < 1. Nach Obigem ist

ITf=Tglloo < llf — 9o
also ist T eine Kontraktion.

Laut Hinweis ist X := C([0,1]) beziiglich der |- ||, ein Banach-Raum. Natiirlich ist dann
B = (C([0,1]) € X abgeschlossen. Nach dem Fixpunktsatz von Banach (vgl. Abschnitt 26.3 der
Vorlesung) besitzt T genau einen Fixpunkt f,. € C([0,1]).



Wiederum nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist (7'f)" differenzierbar
und es gilt

(Tf)"(z) = xf(x) + 2cf () + 2* () = 2? f'(w) + 32 (x)
fiir alle x € [0, 1]. Der Fixpunkt f, 16st deshalb das Anfangswertproblem

0
f<(0) = 0/0 tf(t)dt+1=1,

10 = [ 0as o =0

0
Mx) = 3xfi(z)+22f(x) Yz elo,1].

Aufgabe 25:

(i) Sei F: R? — R definiert durch F(z,y) = zy fiir alle (z,y) € R?. Dann ist F stetig und
stetig partiell nach y differenzierbar:

or, )
Fy(xvy)_x V(.’E,y)eR

Das zu l6sende Anfangswertproblem ist also

Y (x) = Flz,y(z)), y(0)=1

Nach dem Satz von Picard-Lindelof aus Abschnitt 26.2 der Vorlesung hat es also eine
eindeutige maximale Losung.

Die Picard-Iteration (vgl. Abschnitt 26.4 der Vorlesung) ist gegeben durch
yo(r) = 1 VxR,

Ynti(x) = 1—1—/ ty,(t)dt Vo eR.
0

Es gilt

yi(x) = 1+/ tdt =14+ —
0

x t2 2 1
y2(w) = 1+/ t<1+>dt=1+$+x4,

0 2 2 " 2.4
2 4
T T 1
— s 4 6
y3(x) +2+2.4x —1—2_4.6:):,
2
T 1 1 1
14+ 4 6 8
ya(x) ot Teaet T2a6.8"

"1
yn(x) = Z — 2% yreR

fiir alle n € Ny nahe. Tatséchlich gilt (Beweis durch vollsténdige Induktion):
e IA (n=0):



(i)

e IS (n ~ n+1): Gelte die (IH)
1
yn(T) = Z ﬁx% Vz e R
k=0 '

fiir ein n € Ng. Dann gilt fiir n + 1:

! m -~ 17
Yni1(z) = 1+/0 tyn(t)dt = 1+22kk!/0 £2h+1 gy
k=0

n n
1 x 1
_ 1 L {t2k+2} -1 = 2(k+D)
+ kzo 12k + 2) o 1T kzo Ik 1)1
) n+1 1 n+1 1
Inde);Shlft 1+ Z 2k _ Z m2k Vr e R
k=1

2R T 2 oRp

Damit konvergiert die Picard-Iterierte fiir jedes x € R gegen

fiir alle z € R. Also ist y auch die maximale Lésung des Anfangswertproblems.

In diesem Fall ist F(x,y) = 2zy + 223 fiir alle (z,y) € R%. Wieder ist F stetig und stetig
partiell nach y differenzierbar:

oF

87y(x7y):2x V(l’,y) €R2

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f ist also das gegebene Anfangswertproblem eindeutig

16sbar.

Fiir die Picard-Iteration gilt

yo(z) = 0,
@ 1
yi(z) = /2t3dt=$47
0 2
1 L 1 1
ya(z) = 2a:4+/0 t5dt=§x4+6»’v67
Ly e, 1 3
Ly e, 1 3 1 w_La 1 5 L s 1 10
ya(z) = 293 +6:): +3-8$ +3.4.10x _zx +2.3 +2-3~4x +2-3~4-5x
1 1 1 1
ys(z) = a4+ —a®+ z® 4 2!+ 2

2 2.3 2.3-4 2.3-4-5 2.3.4-5-6"

fiir alle z € R. Dies motiviert die Behauptung

fiir alle n € Ny. Tatséchlich gilt (Beweis durch vollsténdige Induktion):

I



e TA (n=0):

— k!
IS (n ~n+1): Gelte die (IH)
n+1
yn(x) = Z H:L‘Qk Ve e R
k=2
fiir ein n € Ng. Dann gilt fiir n + 1:
24 x n+l
Yn+1(7) = 5+ 2/ tyn(t)dt =" — + 22 7 / 2 e
4 n+1 n+1
- T k|2k1+2) [t%“] e > e
Index-Shift 24 - l % _ = L2 veer
2 = k: — k!
Damit konvergiert die Picard-Iterierte fiir jedes z € R gegen
nt1 ntl ,
y(x) == nh_)rrolo yn(x) = nh_{glo Hx% = nh_)rgo Hx% —2?—1=e" —2? 1.

Einsetzen in die Differentialgleichung bestétigt
Y (z) = 2ze” — 2 = 230(6“:2 — 22— 1)+ 223

fiir alle z € R. Also ist y auch die maximale Lésung des Anfangswertproblems.

Aufgabe 26:

Berechne oF
9 5 (x ,y,y') = x — arctan(y/').

Nach Voraussetzung ist tan(xg) # yo. Also ist g—i(xo,yo,y(’)) # 0 und F(zo,v0,y,) = 0. Nach
dem Satz iiber implizit definierte Funktionen (vgl. Abschnitt 19.15 von HM2) existieren offene
Mengen (z9,y0) € U CR?, yf € V C R und ein G € CH(U, V) derart, dass

F(z,y,y)=0&y =G(z,y) V(z,y) eUVy eV.

Betrachte das AWP
y =G(x,y) (r,9) €U, y(zo) = Yo (AWP”)

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f, hat (AWP’] j ) die eindeutige maximale Losung ymax : Imax —
R. Wegen der Stetigkeit von /.., gibt es ein 6 > 0 derart, dass I = [xg—6,20+0] C Lnax und
Yrax () € V fiir alle z € I. Setze § := Ymax] ;-

Behauptung: Das urspriingliche AWP

F(z,y,y") =0, y(x0) = o, Yy (z0) = yo (AWP)



hat auf D' = {(x, y,2)| F(z,y,2) =0, z # tan(z), x € f} die eindeutige maximale Losung 3.
Beweis: Klar ist, dass § eine maximale Losung von (AWP)) ist.

Angenommen, y : I D I — R ist eine weitere Losung von (AWP)). Betrachte das grofte Intervall,
welches xg enthilt und auf dem y mit g {ibereinstimmt. Setze dazu

a = inf{x € I|Vte (z,z0):y(t)=3(t)},
b := sup{x € I|Vte (xo,x):y(t) =y(t)},
J = (a,b).

Wegen der Stetigkeit von y und 3/, gibt es ein § > 0 derart, dass (z,y(z)) € U und ¢/(z) € V fiir
alle x € [z — 0, zo + J] ausfillt. Dann 16st y aber auch und wegen der Maximalitédt von
Ymax 18t y(z) = g(x) fir alle x € [xg — 6, z¢ + 0]. Also J # 0. Ferner 16st y|; per Konstruktion
(AWP’). Zeige nun J = I. Angenommen, das wére falsch, etwa b < sup I. Dann gilt

lim ¢/(z) = lim §'(z) € V.

r—b— r—b—

Wegen der Stetigkeit von 3/, ist dann 3/(z) € V' auf einer Umgebung von b — im Widerspruch
zur Definition von b. Also b = sup I. Genauso sieht man a = inf I ein.

Enthélt I einen seiner Randpunkte ¢ € {inf I, sup I} N1, so gilt y/'(c) = 7'(c) € V (wieder wegen
Stetigkeit von y'). Insgesamt haben wir also 3/(x) € V fiir alle x € I eingesehen.

Damit 16st y (AWP’)). Wegen der Eindeutigkeit der Maximalldsung ymax, gilt in der Tat y = ;.
O

Aufgabe 27:

Wir formen die gegebene Gleichung dquivalent zu einer Fixpunktgleichung um
z 2
f@) =g(@)+ [ flo— e
0
und fassen die rechte Seite als Definition eines Operators T : C([0, 1]) — [0, 1]¥ auf, d.h.

(Tf)(x) :=g(z)+ /Ox flx — t)e_tht Vf e C([0,1]) Vz € [0,1]

Wir zeigen, dass T eine Selbstabbildung ist, also T'f € C([0,1]) fiir jedes f € C([0,1]). Sei
dazu f € C(]0,1]), € > 0. Da [0, 1] kompakt ist, ist f beschrinkt — etwa |f(z)| < M fiir alle
x € [0,1] — und gleichméifig stetig (siehe Abschnitt 11.9 der Vorlesung HM1). Also existiert
ein 6 > 0 derart, dass fiir jedes z,y € [0, 1] mit |[x — y| < I

[f(z) = fly)l <e

gilt. Es folgt

z+h x x+h
/ f(q:+h—t)e_t2dt—/ flz—t)ePdt| < / \f(x+h—t)e " dt
<M st
+/0 |f(x+h—tl—f(a;—t)|e*t2dt
<e =1
< |h|M+e|x| < |h|M+¢



fiir jedes = € [0,1] und alle |h| < 6 mit x + h € [0, 1]. Also ist
z+h

lim Fflz+h—te dt = / flz—t)edt
h—0 0 0

fiir jedes # € [0,1] und deshalb ist = — [ f(z — t)e~*dt stetig. Da g € C([0,1)), ist T'f
tatséchlich stetig.

Wir zeigen ferner, dass T eine Kontraktion ist. Seien dazu f,g € C([0,1]) und z € [0,1]. Dann
gilt

Tf(x) - Tg(x)| =

[0~ t>>e-t2dt\ < [[15@ -0 - gte 0] ar
0 0

<If—9ll
! —2 % —2 ! —2
< =gl [ e tar=lr gl | [T har [l
0 0 21 5 "
> et
<1
1
1 e 1
< =gl | 5+ S | =l ~dle
=<l

also ||[Tf — Tyl < allf —gllo- Nach dem Fixpunktsatz von Banach hat T genau einen Fix-
punkt f. € C([0,1]).
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