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Aufgabe 28:
Wir erinnern uns an den Entwicklungssatz (vgl. Abschnitt 17.6 in HM2). Nach diesem gilt für
jede Matrix B = (bij)i,j∈{1,...,n} ∈ Cn×n und jedes i ∈ {1, . . . , n} die Formel

det(B) =
n∑
k=1

(−1)i+kbik det(Bik).

Dabei bezeichnet Bik die Matrix, die aus B durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte
entsteht. Daraus folgt, dass die Abbildung det : Rn × . . .× Rn → R differenzierbar ist und

∂ det

∂bij
(B) =

n∑
k=1

(−1)i+k
∂bik
∂bij︸︷︷︸
=δkj

det(Bik) = (−1)i+j det(Bij) (1)

für alle i, j ∈ {1, . . . , n} gilt.

Für jedes i, j ∈ {1, . . . , n} bezeichne ϕij = (ϕj |~ei) die i-te Komponente der j-ten Lösunung ϕj
der homogenen Gleichung. Ferner sei Φ : I → Rn×n gegeben durch

Φ(t) = (ϕ1(t)ϕ2(t) · · · ϕn(t)) =


ϕ11(t) ϕ12(t) · · · ϕ1n(t)
ϕ21(t) ϕ22(t) · · · ϕ2n(t)

...
. . .

...
ϕn1(t) ϕn2(t) · · · ϕnn(t)

 ∀t ∈ I.

Da ϕj Lösung des homogenen Systems für jedes j ∈ {1, . . . , n} ist, gilt Φ′ = AΦ bzw.

dϕij
dt

(t) =

n∑
k=1

aik(t)ϕkj(t) ∀i, j ∈ {1, . . . , n} ∀t ∈ I. (2)

Aus (1) und (2) folgt mit Hilfe der Kettenregel

dw

dt
(t) =

d(det ◦Φ)

dt
(t)

Kettenregel
=

n∑
i,j=1

∂ det

∂bij
(Φ(t))

dϕij
dt

=

n∑
i,j=1

(−1)i+j det(Φij(t))

n∑
k=1

aik(t)ϕkj(t)

=

n∑
i,k=1

aik(t)
n∑
j=1

(−1)i+j det(Φij(t))ϕkj(t) ∀t ∈ I. (3)
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Nach dem Determinantenentwicklungssatz gilt für alle i, j ∈ {1, . . . , n} und alle t ∈ I

n∑
j=1

(−1)i+j det(Φij(t))ϕkj(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ϕ11(t) ϕ12(t) · · · ϕ1n(t)
...

...
...

ϕk1(t) ϕk2(t) · · · ϕkn(t)
...

...
...

ϕk1(t) ϕk2(t) · · · ϕkn(t)
...

...
...

ϕn1(t) ϕn2(t) · · · ϕnn(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i-te Zeile

k-te Zeile

= δik det(Φ(t)).

Einsetzen in (3) liefert schließlich

dw

dt
=

n∑
i,k=1

aik(t)δikw(t) = w(t)

n∑
i=1

aii(t) = Spur(A(t))w(t) ∀t ∈ I.

�

Aufgabe 29:

(a) Einsetzen von z1 = y, z2 = y′, . . . , zn = y(n−1) in die Differentialgleichung liefert

y(n)(x) = z′n(x) = f(x)− pn−1(x)y(n−1) − . . .− p0(x)y(x)

= −pn−1(x)zn − . . .− p0(x)z1(x) + f(x) (x ∈ I).

Damit ist jede Lösung der Differentialgleichung auch Lösung des folgenden linearen, inho-
mogenen Systems z′(t) = A(t)z(t) + b(t) mit

A(t) =


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

. . .
. . . 0

0 0 · · · 0 1
−p0(t) −p1(t) · · · −pn−2(t) −pn−1(t)

 , b(t) =


0
...
0
f(t)

 (t ∈ I).

Umgekehrt, erfüllt jede Lösung des obigen Systems z′1 = z2, z
′
2 = z′′1 = z3, . . . , z′n−1 =

zn−11 = zn und

z′n = z
(n)
1 = −p0z1 − p1z2 − . . . pn−1zn + f = −p0z1 − p1z′1 − . . .− pn−1zn−11 + f.

Damit löst z1 die ursprüngliche Differentialgleichung.

(b) Nach der vorhergehenden Teilaufgabe gehört zu jeder Lösung yj der homogenen Diffe-
rentialgleichung eine Lösung zj des homogenen, linearen Systems (j ∈ {1, . . . , n}). Setze

zij := (zj |~ei) = y
(i−1)
j für alle i, j ∈ {1, . . . , n}. Für die Wronski-Determinante w gilt

w(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) y2(x) · · · yn(x)
y′1(x) y′2(x) · · · y′n(x)

...
. . .

...

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) · · · y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z11(x) z12(x) · · · z1n(x)
z21(x) z22(x) · · · z2n(x)

...
. . .

...
zn1(x) zn2(x) · · · znn(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (x ∈ I).

Nach Aufgabe 28 gilt für w die Differentialgleichung

w′(x) = Spur(A(x))w(x) (x ∈ I). (4)
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Ablesen liefert

Spur(A(x)) =
n∑
i=1

aii(x) = −pn−1(x) (x ∈ I).

Da es sich bei (4) um eine lineare, homogene Differentialgleichung handelt und w(x0) vor-
gegeben ist, gilt in der Tat

w(x) = w(x0)e
∫ x
x0

Spur(A(τ))dτ
= w(x0)e

−
∫ x
x0
pn−1(τ)dτ (x ∈ I).

Aufgabe 30:

(i) Für das charakteristische Polynom χA von A gilt

χA(λ) =

∣∣∣∣1− λ 5
−1 3− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)(3− λ) + 5 = λ2 − 4λ+ 8 (λ ∈ C).

Seine Nullstellen sind also

λ1 = 2 +
√

4− 8 = 2 + 2i, λ2 = λ1 = 2− 2i.

Wir bestimmen einen Eigenvektor ~v1 zu λ1:(
−1− 2i 5
−1 1− 2i

)
| · (−1 + 2i) ∼

(
5 −5 + 10i
−1 1− 2i

)
| ·
(
1
5

)
∼

(
1 −1 + 2i
−1 1− 2i

)
←−+

∼
(

1 −1 + 2i
0 0

)
 ~v1 =

(
1− 2i

1

)
.

Nach Abschnitt 27.2 der Vorlesung bilden

ϕ1(t) = Re
(
eλ1t ~v1

)
= Re

(
e2t(cos(2t) + i sin(2t))

(
1− 2i

1

))
= e2t

(
cos(2t) + 2 sin(2t)

cos(2t)

)
,

ϕ2(t) = Im
(
eλ1t ~v1

)
= e2t

(
sin(2t)− 2 cos(2t)

sin(2t)

)
∀t ∈ R

ein Fundamentalsystem Φ =
(
ϕ1 ϕ2

)
für y′(t) = Ay(t). Es gilt

Φ(0) =

(
1 −2
1 0

)
.

Berechne die Inverse [Φ(0)](−1):(
1 −2 1 0
1 0 0 1

)
←−
· (−1)
+

∼
(

1 −2 1 0
0 2 −1 1

)
←−+

∼
(

1 0 0 1
0 2 −1 1

)
| · 12

∼
(

1 0 0 1
0 1 −1

2
1
2

)
⇒ [Φ(0)](−1) =

1

2

(
0 2
−1 1

)
Nach Abschnitt 27.5 der Vorlesung ist aber

etA = Φ(t) [Φ(0)](−1) =
e2t

2

(
cos(2t)

(
1 −2
1 0

)
+ sin(2t)

(
2 1
0 1

))(
0 2
−1 1

)
= e2t

(
cos(2t)

(
1 0
0 1

)
+

sin(2t)

2

(
−1 5
−1 1

))
(t ∈ R).
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(ii) Wir beobachten, dass

A =

1 0 0
2 1 0
3 2 1

 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

0 0 0
2 0 0
3 2 0


︸ ︷︷ ︸

=:N

= I3 +N,

sowie I3N = NI3 = N gilt. Damit gilt mit den Eigenschaften der Matrixexponentialfunk-
tion aus Abschnitt 27.5 der Vorlesung:

etA = et(I3+N) = etI3etN (t ∈ R)

Es gilt

etI3 =

∞∑
l=0

tlI l3
l!

=

∞∑
l=0

tlI3
l!

= I3

∞∑
l=0

tl

l!
= etI3.

Ferner ist

N2 =

0 0 0
2 0 0
3 2 0

0 0 0
2 0 0
3 2 0

 =

0 0 0
0 0 0
4 0 0

 ,

N3 =

0 0 0
0 0 0
4 0 0

0 0 0
2 0 0
3 2 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ,

⇒ Nk =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ∀k ≥ 3.

Damit folgt

etN =
∞∑
l=0

tlN l

l!
= I3 + tN +

t2

2
N2

und somit

etA = et
(
I3 + tN +

t2

2
N3

)
= et

 1 0 0
2t 1 0

3t+ 2t2 2t 1

 .

(iii) Für das charakteristische Polynom χA von A gilt

χA(λ) =

∣∣∣∣−4− λ 12
−2 6− λ

∣∣∣∣ = (−4−λ)(6−λ)+24 = λ2−2λ−24+24 = λ(λ−2) (λ ∈ C).

Es ist also spec(A) = {0, 2}. Wir bestimmen die Eigenräume:

• EA(0):(
−4 12
−2 6

)
←−
· (−2)
+

∼
(
−4 12
0 0

)
| ·
(
−1

4

)
∼
(

1 −3
0 0

)
⇒ EA(0) = lin

{(
3
1

)}

• EA(2):(
−6 12
−2 4

)
←−
· (−3)
+

∼
(

0 0
−2 4

)
| ·
(
−1

2

)←−−−−−−−−
←− ∼

(
1 −2
0 0

)
⇒ EA(2) = lin

{(
2
1

)}

4



Nach Abschnitt 27.2 der Vorlesung bilden

ϕ1(t) =

(
3
1

)
, ϕ2(t) = e2t

(
2
1

)
∀t ∈ R

ein Fundamentalsystem Φ =
(
ϕ1 ϕ2

)
für y′(t) = Ay(t). Es gilt

Φ(0) =

(
3 2
1 1

)
.

Berechne die Inverse [Φ(0)](−1):(
3 2 1 0
1 1 0 1

)
←−
· (−3)
+

∼
(

0 −1 1 −3
1 1 0 1

)
←−+

∼
(

0 −1 1 −3
1 0 1 −2

)
| · (−1) ←−
←−−−−−−−

∼
(

1 0 1 −2
0 1 −1 3

)
⇒ [Φ(0)]−1 =

(
1 −2
−1 3

)
Nach Abschnitt 27.5 der Vorlesung ist aber

etA = Φ(t)[Φ(0)](−1) =

(
3 2e2t

1 e2t

)(
1 −2
−1 3

)
=

(
3− 2e2t −6 + 6e2t

1− e2t −2 + 3e2t

)
(t ∈ R).

(iv) Für das charakteristische Polynom χA von A gilt

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
y· (−1) +

3− λ 1 1
2 4− λ 2
1 1 3− λ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
y · (−1)+

3− λ 1 0
2 4− λ −2 + λ
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣

= (2− λ)

∣∣∣∣∣∣
y · (−1)+

2− λ 1 0
−2 + λ 4− λ −1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = (2− λ)2

∣∣∣∣∣∣
y· (−1) +

1 1 0
−1 5− λ −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
= (2− λ)2

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−1 6− λ −1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ Entw. nach
=

2-te Spalte
(2− λ)2(6− λ)

∣∣∣∣1 0
0 1

∣∣∣∣
= (2− λ)2(6− λ) (λ ∈ C).

Es ist also spec(A) = {2, 6}. Wir bestimmen die Eigenräume:

• EA(2):1 1 1
2 2 2
1 1 1

 ←−
· (−2)
+

←−−−−−−

· (−1)

+

∼

1 1 1
0 0 0
0 0 0

 ⇒ EA(2) =


 1
−1
0

 ,

 1
0
−1


• EA(6):−3 1 1

2 −2 2
1 1 −3

 ←−
· (−2)
+

←−−−−−−

· 3

+

∼

0 4 −8
0 −4 8
1 1 −3

 ←−+

∼

0 0 0
0 −4 8
1 1 −3

 ←−

←−
| ·
(
−1

4

)

∼

1 1 −3
0 1 −2
0 0 0

 ←−
· (−1)
+

∼

1 0 −1
0 1 −2
0 0 0


⇒ EA(6) =


1

2
1


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Damit ist A diagonalisierbar, etwa A = SDS(−1) mit

D =

2 0 0
0 2 0
0 0 6

 , S =

 1 1 1
−1 0 2
0 −1 1

 .

Berechne die Inverse S(−1): 1 1 1 1 0 0
−1 0 2 0 1 0
0 −1 1 0 0 1

 ←−+ ∼

1 1 1 1 0 0
0 1 3 1 1 0
0 −1 1 0 0 1


←−+

∼

1 1 1 1 0 0
0 1 3 1 1 0
0 0 4 1 1 1


| ·
(
−1

4

)←−
· (−1)
+

∼

1 0 −2 0 −1 0
0 1 3 1 1 0
0 0 1 1

4
1
4

1
4

 ←−
· (−3)
+

←−−−−−−

· 2

+

∼

1 0 −2 2
4 −2

4
2
4

0 1 0 1
4

1
4 −3

4
0 0 1 1

4
1
4

1
4

 ←−
· (−3)
+

←−−−−−−

· 2

+

⇒ S(−1) =
1

4

2 −2 2
1 1 −3
1 1 1


Wegen Al = (SDS(−1))l = SDlS(−1) für alle l ∈ N0 folgt

etA =
∞∑
l=0

tlAl

l!
= S

( ∞∑
l=0

tlDl

l!

)
S(−1) =

1

4

 1 1 1
−1 0 2
0 −1 1

e2t 0 0
0 e2t 0
0 0 e6t

2 −2 2
1 1 −3
1 1 1


=

1

4

 e2t e2t e6t

−e2t 0 2e6t

0 −e2t e6t

2 −2 2
1 1 −3
1 1 1

 =
1

4

 3e2t + e6t e6t − e2t e6t − e2t
2e6t − 2e2t 2e6t + 2e2t 2e6t − 2e2t

e6t − e2t e6t − e2t e6t + 3e2t

 ∀t ∈ R.

Aufgabe 31:
Wir bestimmen zunächst ein Fundamentalsystem für die homogene Gleichung durch Berech-
nung der Matrixexponentialfunktion. Es ist

A :=

1 0 0
0 3 1
0 0 3

 =

1 0 0
0 3 0
0 0 3


︸ ︷︷ ︸

=:D

+

0 0 0
0 0 1
0 0 0


︸ ︷︷ ︸

=:N

und ND = DN =

0 0 0
0 0 3
0 0 0

 .

Nach Abschnitt 27.5 der Vorlesung ist folglich

exA = ex(D+N) = exDexN (x ∈ R).

Es gilt

exD =
∞∑
l=0

xl

l!
Dn =

ex 0 0
0 e3x 0
0 0 e3x

 ∀x ∈ R.
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Wegen

N2 =

0 0 0
0 0 1
0 0 0

0 0 0
0 0 1
0 0 0

 =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

⇒ N l =

0 0 0
0 0 0
0 0 0

 ∀l ≥ 2

ist

exN =

∞∑
l=0

xl

l!
N l = I3 + xN ∀x ∈ R

und damit

exA =

ex 0 0
0 e3x 0
0 0 e3x

1 0 0
0 1 x
0 0 1

 =

ex 0 0
0 e3x xe3x

0 0 e3x

 ∀x ∈ R.

Wir können nun die Lösung des Anfangswertproblems mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-
Formel aus Abschnitt 27.5 der Vorlesung berechnen: Mit

b(ξ) =

 ξ
3ξ
e3ξ

 ∀ξ ∈ R

ist die partikuläre Lösung der inhomogenen Gleichung yp : R→ R3 mit yp(0) = ~0 durch

yp(x) =

∫ x

0
e(x−ξ)Ab(ξ)dξ =

ex 0 0
0 e3x xe3x

0 0 e3x

∫ x

0

e−ξ 0 0
0 e−3ξ −ξe−3ξ
0 0 e−3ξ

 ξ
3ξ
e3ξ

 dξ

=

ex 0 0
0 e3x xe3x

0 0 e3x

∫ x

0

 ξe−ξ

3ξe−3ξ − ξ
1

 dξ =

ex 0 0
0 e3x xe3x

0 0 e3x

 −(1 + ξ)e−ξ

−
(
1
3 + ξ

)
e−3ξ − ξ2

2
ξ

ξ=x
ξ=0

=

ex 0 0
0 e3x xe3x

0 0 e3x

 −(1 + x)e−x + 1
1
3 −

(
1
3 + x

)
e−3x − x2

2
x

 =

 ex − (1 + x)
1
3e

3x −
(
1
3 + x

)
+ x2

2 e
3x

xe3x

 ∀x ∈ R

gegeben. Die Lösung yh der homogenen Gleichung, die den Anfangswerten

yh(0) = ~y0 :=

1
2
0


genügt, ist durch

yh(x) = exA~y0 =

ex 0 0
0 e3x xe3x

0 0 e3x

1
2
0

 =

 ex

2e3x

0

 ∀x ∈ R

gegeben. Damit ist die Lösung des Anfangswertproblems y durch

y(x) = yh(x)+yp(x) =

 ex − (1 + x)
1
3e

3x −
(
1
3 + x

)
+ x2

2 e
3x

xe3x

+

 ex

2e3x

0

 =

 2ex − (1 + x)
7
3e

3x −
(
1
3 + x

)
+ x2

2 e
3x

xe3x

 ∀x ∈ R

gegeben.
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Aufgabe 32:
Wir berechnen zunächst ein Fundamentalsystem: Sei

A :=
1

6

 5 −7 −4
−7 5 −4
5 5 2

 .

Für das charakteristische Polynom χA von A gilt

χA(λ) =

5
6 − λ −7

6 −4
6

−7
6

5
6 − λ −4

6
5
6

5
6

2
6 − λ

 =
1

63

5− 6λ −7 −4
−7 5− 6λ −4
5 5 2− 6λ

 ←−
· (−1)
+

=
1

63

12− 6λ −12 + 6λ 0
−7 5− 6λ −4
5 5 2− 6λ

 =
2− λ

36


y+

1 −1 0
−7 5− 6λ −4
5 5 2− 6λ


=

2− λ
36

 1 0 0
−7 −2− 6λ −4
5 10 2− 6λ

 Entw. nach
=

1-ten Zeile

2− λ
36

(
−2− 6λ −4

10 2− 6λ

)

=
2− λ

36
((−2− 6λ)(2− 6λ) + 40) =

2− λ
36

(36λ2 − 4 + 40)

= (2− λ)(λ2 + 1) (λ ∈ C).

Es ist also spec(A) = {2, i,−i}. Wir bestimmen nun die Eigenräume:

• EA(2):−7
6 −7

6 −4
6

−7
6 −7

6 −4
6

5
6

5
6 −10

6

 | · 6
| · 6
| · 6

∼

−7 −7 −4
−7 −7 −4
5 5 −10

 ←−
· (−1)
+

←−
· ( 7

5)

+

∼

0 0 0
0 0 −18
5 5 −10

 | ·
(
− 1

18

)
| · 12

∼

0 0 0
0 0 1
1 1 −2

 ←−

←−
←−
←−

∼

1 1 −2
0 0 0
0 0 1

 ⇒ EA(2) = lin


 1
−1
0



8



• EA(i):5
6 − i −7

6 −4
6

−7
6

5
6 − i −4

6
5
6

5
6

2
6 − i

 | · 6
| · 6
| · 6

∼

5− 6i −7 −4
−7 5− 6i −4
5 5 2− 6i

 ←−
· (−1)
+

∼

12− 6i −12 + 6i 0
−7 5− 6i −4
5 5 2− 6i

 | · 1
12−6i

∼

 1 −1 0
−7 5− 6i −4
5 5 2− 6i

 ←−
· 7
+

←−−−−

· (−5)

+

∼

1 −1 0
0 −2− 6i −4
0 10 2− 6i

 | ·
(
−1

2

)
| ·
(
1
2

)
∼

1 −1 0
0 1 + 3i 2
0 5 1− 3i

 | · (1− 3i)

∼

1 −1 0
0 10 2− 6i
0 5 1− 3i

 ←−
· (−2)
+

←−−−−−−

· 1
5

+

∼

1 0 1−3i
5

0 0 0
0 5 1− 3i


| 15
←−−−
←−

∼

1 0 1−3i
5

0 1 1−3i
5

0 0 0


⇒ EA(i) = lin


1−3i

5
1−3i
5
−1

 =


 2

2
−1− 3i


• EA(−i): Wird nicht benötigt.

Nach Abschnitt 27.2 der Vorlesung bilden

ϕ1(x) = e2x

 1
−1
0

 ,

ϕ2(x) = Re

eix
 2

2
−1− 3i

 =

 2 cos(x)
2 cos(x)

3 sin(x)− cos(x)

 ,

ϕ3(x) = Im

eix
 2

2
−1− 3i

 =

 2 sin(x)
2 sin(x)

− sin(x)− 3 cos(x)

 ∀x ∈ R

ein Fundamentalsystem Φ =
(
ϕ1 ϕ2 ϕ3

)
.

Nach Abschnitt 27.1 der Vorlesung erhält man durch

yc(x) = Φ(x)~c ∀x ∈ R

9



alle Lösungen der Differentialgleichung, wenn ~c den R3 durchläuft. Um die Anfangswerte

~y0 =

0
0
1


zu erfüllen, suchen wir also die Lösung ~c ∈ R3 des linearen Gleichungssystems

Φ(0)~c = ~y0.

Diese berechnet man mit dem Gauß-Algorithmus: 1 2 0 0
−1 2 0 0
0 −1 −3 1

 ←−+ ∼

1 2 0 0
0 4 0 0
0 −1 −3 1

 | · 14 ∼

1 2 0 0
0 1 0 0
0 −1 −3 1


←−+

←−−−−
· (−2)
+

∼

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −3 1


|
(
−1

3

) ∼
1 0 0 0

0 1 0 0
0 0 1 −1

3


⇒ ~c =

 0
0
−1

3


Damit ist die Lösung des Anfangswertproblems durch

y(x) = Φ(x)~c = −1

3
ϕ3(x) =

 2
3 sin(x)
2
3 sin(x)

−1
3 sin(x)− cos(x)

 ∀x ∈ R

gegeben.

Aufgabe 33:

(a) Mit den Ergebnissen der Aufgabe 29 schreiben wir zunächst die gegebene Differentialglei-
chung als System erster Ordnung z′(t) = A(t)z(t) + b(t) um:

A(t) =

(
0 1
−q(t) −p(t)

)
b(t) =

(
0
f(t)

)
Die zu y1, y2 korrespondierenden Lösungen

ϕ1 =

(
y1
y′1

)
, ϕ2 =

(
y2
y′2

)
des homogenen Systems bilden ein Fundamentalsystem Φ =

(
ϕ1 ϕ2

)
von z′ = Az. Die

Inverse Φ(−1)(τ) der 2× 2-Matrix Φ(τ) ist nach Abschnitt 15.16 von HM1 durch

Φ(−1)(τ) =
1

det(Φ(τ))

(
y′2(τ) −y2(τ)
−y1(τ) y1(τ)

)
=

1

w(τ)

(
y′2(τ) −y2(τ)
−y1(τ) y1(τ)

)
für alle τ ∈ I gegeben. Die Variation-der-Konstanten-Formel aus Abschnitt 27.1 der Vorle-
sung liefert (~y0 = ~0) die folgende partikuläre Lösung von z′ = Az + b:

zp(x) = Φ(x)

∫ x

x0

Φ(−1)(τ)b(τ)dτ = Φ(x)

∫ x

x0

1

w(τ)

(
y′2(τ) −y2(τ)
−y1(τ) y1(τ)

)(
0

f(τ)

)
dτ

= Φ(x)

∫ x

x0

1

w(τ)

(
−f(τ)y2(τ)
f(τ)y1(τ)

)
dτ (x ∈ I)

10



Die erste Komponente von zp ist nach Aufgabe 29 eine partikuläre Lösung yp der ur-
sprünglichen Differentialgleichung. Ausführen des Vektor-Matrix-Produktes und Ablesen
liefert die zu zeigende Formel

yp(x) =

((
y1(x) y2(x)

)
|
∫ x

x0

1

w(τ)

(
−f(τ)y2(τ)
f(τ)y1(τ)

)
dτ

)
= −y1(x)

∫ x

x0

f(τ)y2(τ)

w(τ)
dτ + y2(x)

∫ x

xo

f(τ)y1(τ)

w(τ)
dτ (x ∈ I).

�

(b) Nach Aufgabe 18 (i) bilden

y1(x) = cos
(√
x
)
, y2(x) = sin

(√
x
)

(x > 0)

ein Fundamentalsystem von

x2y′′(x) +
x

2
y′(x) +

x

4
y(x) = 0⇔ y′′(x) +

1

2x
y′(x) +

1

4x
y(x) = 0 (x > 0).

Die Wronski-Determinante w dieses Fundamentalsystems ist durch

w(x) =

∣∣∣∣∣ cos (
√
x) sin (

√
x)

− 1
2
√
x

sin (
√
x) 1

2
√
x

cos (
√
x)

∣∣∣∣∣ =
1

2
√
x

(
cos2

(√
x
)

+ sin2
(√
x
))

=
1

2
√
x

∀x > 0

gegeben.

Mit f(x) = 1
4 für alle x > 0 ist nach der vorhergehenden Teilaufgabe also

yp(x) = −y1(x)

∫
f(τ)y2(τ)

w(τ)
dτ + y2(x)

∫
f(τ)y1(τ)

w(τ)
dτ

= sin
(√
x
) ∫

cos
(√
x
) √x

2
dx− cos

(√
x
) ∫

sin
(√
x
) √x

2
dx (x > 0).

Berechnung der obigen Stammfunktionen liefert∫
cos
(√
x
) √x

2
dx

τ=
√
x

=
dx=2τdτ

∫
τ2︸︷︷︸
=u

cos(τ)︸ ︷︷ ︸
=v′

dτ
Part. Int.

= τ2 sin(τ)− 2

∫
τ︸︷︷︸
=u

sin(τ)︸ ︷︷ ︸
=v′

dτ

Part. Int.
= x sin

(√
x
)

+ 2τ cos(τ)− 2

∫
cos(τ)dτ

= x sin
(√
x
)

+ 2
√
x cos

(√
x
)
− 2 sin

(√
x
)
,∫

sin
(√
x
) √x

2
dx

τ=
√
x

=
dx=2τdτ

∫
τ2︸︷︷︸
=u

sin(τ)︸ ︷︷ ︸
=v′

dτ
Part. Int.

= −τ2 cos(τ) + 2

∫
τ︸︷︷︸
=u

cos(τ)︸ ︷︷ ︸
=v′

dτ

Part. Int.
= −x cos

(√
x
)

+ 2τ sin(τ)− 2

∫
sin(τ)dτ

= −x cos
(√
x
)

+ 2
√
x sin

(√
x
)

+ 2 cos
(√
x
)

(x > 0).

Einsetzen liefert

yp(x) = x sin2
(√
x
)

+ 2
√
x sin

(√
x
)

cos
(√
x
)
− 2 sin2

(√
x
)

+x cos2
(√
x
)
− 2
√
x cos

(√
x
)

sin
(√
x
)
− 2 cos2

(√
x
)

= x− 2 (x > 0).
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Damit ist die allgemeine Lösung y der gegebenen Differentialgleichung durch

y(x) = C1 cos
(√
x
)

+ C2 sin
(√
x
)

+ x− 2 ∀x > 0

mit freien Konstanten C1, C2 ∈ R gegeben.

http://www.math.kit.edu/iana1/lehre/hm3phys2017w/
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