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Ho6here Mathematik III fiir die Fachrichtung Physik

Losungsvorschlige zum 06. Ubungsblatt

Aufgabe 28:
Wir erinnern uns an den Entwicklungssatz (vgl. Abschnitt 17.6 in HM2). Nach diesem gilt fiir
jede Matrix B = (bij); jeq1,..ny € C"*" und jedes i € {1,...,n} die Formel

n

det(B) = " (—1)""* by det(By).
k=1

Dabei bezeichnet Bj;, die Matrix, die aus B durch Streichen der i-ten Zeile und k-ten Spalte
entsteht. Daraus folgt, dass die Abbildung det : R™ x ... x R™ — R differenzierbar ist und

ddet o x~, ik O N ()it y
0 (B)_;( D G det(Bax) = (~1) det(By) (1)
=6kj

fiir alle 7,7 € {1,...,n} gilt.

Fiir jedes i,j € {1,...,n} bezeichne ¢;; = (p;|€;) die i-te Komponente der j-ten Losunung ¢;
der homogenen Gleichung. Ferner sei ® : I — R™*™ gegeben durch

e11(t) p12(t) - p1a(t)
t A n(t

B(0) = (1) at) - gutt) = | 0 PO ey g
¥nl (t) Pn2 (t) o Pnn (t)

Da ¢; Losung des homogenen Systems fiir jedes j € {1,...,n} ist, gilt &' = AP bzw.

d;ﬁ;j (t) = éaik(t)gokj(t) Vi,je{l,...,n} YVt eI (2)

Aus und folgt mit Hilfe der Kettenregel

dw . d(det Oq)) Kettenregel "~ O det dSOz
0 = S0 = S )
=) (—1)"™ det(®i; (1) D> ain(t) e (1)
ij=1 k=1
= D an(t) Y (=1 det(Di(1)) i (1) Ve (3)
i k=1 j=1
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Nach dem Determinantenentwicklungssatz gilt fiir alle 4,5 € {1,...,n} und alle t € I

e11(t) e12(t) - p1a(t)
n er1(t)  @ra(t) -+ pra(t)| i-te Zeile
S (1) det(®i (1) prg (1) = | : : = b det (9(1)).
=1 or1(t)  @ra(t) -+ wra(t)| k-te Zeile
Pnl (t) ©n2 (t) o Pnn (t)
Einsetzen in liefert schlief3lich
dw _ i a;i(t)0iw(t Za = Spur(A(t))w(t) Vtel
dt - = ik ik i1 = 9P .
O
Aufgabe 29:
(a) Einsetzen von z; =y, 20 =¥/, ..., zn = "~V in die Differentialgleichung liefert
y"(z) = z(x) = f(2) = pa1(@)y" D — . = po(x)y(z)

= —po1(@)zn — ... —po(@)2(z) + f(z)  (zeI).

Damit ist jede Losung der Differentialgleichung auch Losung des folgenden linearen, inho-
mogenen Systems z/(t) = A(t)z(t) + b(t) mit

0 1 0

0
0 0 1 0 0
A(t) = : . . 0 , b(t)=| - (tel).
0 0 e 0 1 f?t)
—po(t) —p1(t) -+ —pn-2(t) —pn-1(t)
Umgekehrt, erfiillt jede Losung des obigen Systems 2z = za, 2, = 2 = 23, ..., 2z, | =
2 =2, und
27/1 = zgn) = —PpPoZ1 — P172 — ...Pn—1%n + f = —Poz1 _plzll — . _pn_lz?—l + f

Damit 16st z; die urspriingliche Differentialgleichung.

(b) Nach der vorhergehenden Teilaufgabe gehért zu jeder Losung y; der homogenen Diffe-
rentialgleichung eine Losung z; des homogenen, linearen Systems (j € {1,...,n}). Setze

zij = (zj]€;) = y]( D fiir alle i ,7 €{1,...,n}. Fiir die Wronski-Determinante w gilt

n@  w@) o w@) | @) sa@) o ()
() = yifiﬁ) Yo () yfzz(x) _ 221:(56) z92() Z2n:(if) (e,
i V@ w V@) e V@) @) (@) o z(@)

Nach Aufgabe 28 gilt fiir w die Differentialgleichung
w'(x) = Spur(A(z))w(x) (x €I). (4)



Ablesen liefert

Da es sich bei um eine lineare, homogene Differentialgleichung handelt und w(xg) vor-

Spur(A

) = ai(x)
i=1

gegeben ist, gilt in der Tat

= —Pn-1 (x)

(x el).

w(x) = w($0)ef;0 Spur(A(r))dr _ w(zp)e Jzg Pr-a(r)dr (x €I).
Aufgabe 30:
(i) Fiir das charakteristische Polynom x4 von A gilt
1-X 5 2
xa(A) = 1 3_)\:(1—)\)(3—)\)—1—5:)\ —4X+8 (Ae ).

Seine Nullstellen sind also

M =2+V4-8=2+2i

Wir bestimmen einen Eigenvektor ] zu Aq:

:

p1(t) =
pa(t) =

ein Fundamentalsystem ® =

1—-2i )
-1

12i> | - (=1 + 2i)

(2
~ (4

Ao = A =2 —2i.

1-2i

—1+42i
1—211> J+ ~

—5+ 101> - ()

o (172
1 = 1 .

Nach Abschnitt 27.2 der Vorlesung bilden

Re ( Mty ) Re <62t(cos(2t) +isin(2t)) <1 P 21)) —

Mt~ ot (sin(2t) — 2cos(2t)
i () = (0

((pl cpg) fiir ¢/ (t)

1
(I)(O)—(l
Berechne die Tnverse [®(0)](~1):
1 -2 10 (1) 1 -2 1
(1 0 1) s ~ (0 2
1 0 0
“ o1 -1

€tA

) vVt € R

= Ay(t). Es gilt

-2

;)

(

<cos(2t) + 2sin(2t)
cos(2t)

—1+2i

0

).



(ii) Wir beobachten, dass

(iii)

A=

W N =
N = O

=N

0 1 00 000
0O)J=(010]+12 0 0] =1I3+N,
1 0 01 3 20

sowie IsN = NI = N gilt. Damit gilt mit den Eigenschaften der Matrixexponentialfunk-

tion aus Abschnitt 27.5 der Vorlesung:

etA — et([3+N) — etlgetN (t c R)
Es gilt
o0 L7l ) )
T tr t
tl3 _ o3 R ot
€ 3_2 I _Z ! _132”_6[3'
=0 =0 =0
Ferner ist
00 0\ /000 000
N2 = |200]|[200|=(0o0 0],
320/ \3 20 4 00
00 0\ /000 000
N = (oo o0o||200]=000],
4 0 0/ \3 20 000
000
=N = [0 00 Vk >3
000
Damit folgt
0 LlnatTl 2
t'N t
tN _ _ 2
=0
und somit
2 1 00
etA:et<Ig+tN—|—2N3>:et 2t 1 0
3t+2t2 2t 1

Fiir das charakteristische Polynom y 4 von A gilt

—4—-X 12

XA(A):‘ -9 6 — )\

Es ist also spec(A) = {0,2}. Wir bestimmen die Eigenrdume:
e F4(0):

(59) 27~ D)0 = mo-m{(

‘ = (—4=X\)(6—N\)+24 = A2 —2)—24+24 = \(A—2)

(AeC).



Nach Abschnitt 27.2 der Vorlesung bilden

a0 =(3).  wo=-(})

cin Fundamentalsystem ® = (g1 2) fiir /() = Ay(t). Es gilt

Berechne die Inverse [®(0)](-1):

3 210
1101

)

10
0 1

Nach Abschnitt 27.5 der Vorlesung ist aber

0=

Vit € R

+ 0 -1 1 -3 0 -1 1
)j-(a) N<1 1 0 1>J+N<1 0 1

L) meor= (4

(iv) Fiir das charakteristische Polynom x4 von A gilt

xa(A)

o F4(2):
1
2
1

— N =

1
2
1

1
2
-3

—2

2t 2t 2t
4 _ (-1 _ (3 2e 1 =2\ _ (3-2¢" —6+6e
“—apo) = (3 %) (1 )= (0% ol
-1+ )
3—-x 1 1 3—x 1 0
A—X 2 | =| 2 4—X -2+
1 13- 1 12—
£ D (=) 4
2-Xx 1 0 1 1 0
(2—=XN)|-24+X 4—X —1] =2-N*|-1 5—-) -1
0 11 0o 0 1
1 0 0 Lo
2-N%-1 6-X -1 S“ttws'znjih (2-26-N |,
0 0 1 -te dpalte
(2-X%6-))  (Ae€Q).
Es ist also spec(A) = {2,6}. Wir bestimmen die Eigenrdume:
(=2) 1+ (=1) 111 1
AN ~[0 0 0] =EL2)={|-1],
+ 0 0 0 0
+ 0 4 -8 + 0 0
e ~ (0 -4 8 7] ~ (0 —4
(~2) 1.3 1 1 -3 11
11 -3 + 10
~ 01 -2 i-(—1) ~ 10 1
00 0 00
1
= FEj(6) = 2

—3> (1)

(t eR).




Damit ist A diagonalisierbar, etwa A = SDS(1 mit

2 0 0 1 1 1
D=0 2 0}, S=1-1 0 2
0 0 6 0 -1 1
Berechne die Inverse S(—1):
1 1 1100 1 1 1100
—1020103+~013110
0 —1 100 1 0—110013+
111100 +
~ (013110 i-(—l)
00411 1) |-(-%)
10 -20 -10 ﬂ+
~ (001 3 1 1 0 +
oo 1 4+ 411 j-(—3) -2
10 -2 2 -2 2 +
1 1 3
~ |01 0 ;7 1+ -2 ﬁ+
00 1 % 1 1 (=8) 42
1 (2 -2 2
= s i R
1 1 1
Wegen Al = (SDS(D)! = SDLSD fiir alle [ € Ny folgt
0 1Al © i 1 1 1\ /e 0 0 2 -2 2
tA t'D 1
oA = —==8Y_——]s=2(-1 0 2 0 €2 0 1 1 -3
I I 4 6t
1=0 1= 0 -1 1 0 0 e 1 1 1
1 €2t e?t th 2 _9 2 3€2t+€6t th_e2t €6t_62t
= —e? 0 25 [1 1 —3] =2 —2e* 2eH 4 2e* 2 — 2
4 0 _e2t th 1 1 1 4 eﬁt _eZt th —€2t €6t+362t
Aufgabe 31:

Wir bestimmen zunéchst ein Fundamentalsystem fiir die homogene Gleichung durch Berech-
nung der Matrixexponentialfunktion. Es ist

1 00 1 00 0 00 0 00
A=10 3 1]=1(0 3 0]+|0 0 1 und ND=DN={(0 0 3
00 3 00 3 0 00 0 00

—D =N

Nach Abschnitt 27.5 der Vorlesung ist folglich

e:L‘A _ e:c(DJrN) _ 6xDexN ((IZ e R)
Es gilt
[e%e] xl BI 0 0
P = Z Zpr=|(0 e* 0 Vx € R.
! 3
1=0 0 e



Wegen

00 0\ /0 00 000 000
N2=|0 0 1|{0 0 1]=(0 0 0]=N=]0 0 0 VI > 2
000/ \0o OO 000 000
ist o
X
exN:ZﬂlelgjoN Vz e R
=0
und damit
e 0 0 100 e 0 0
A= 0 e o 01 z|l=10 €3 gzgeo Vz € R.
0 0 e 0 0 1 0 0 e

Wir kénnen nun die Losung des Anfangswertproblems mit Hilfe der Variation-der-Konstanten-
Formel aus Abschnitt 27.5 der Vorlesung berechnen: Mit

§
&) = | 3¢ VEeR
3¢

ist die partikulire Losung der inhomogenen Gleichung y, : R — R3 mit y,(0) = 0 durch

- e 0 0 . fe ¢ 0 0 ¢
yp(z) = / M )dg = [ 0 ¥ e’ / 0 e —ge ) | 3¢ | d
0 0 0 )70 \0o 0 e* *®
e 00 o[ gt e 00 —(14&)e¢ =
= 0 e e / e B8 —¢ldé=|0 €3 ged — (% 4 g) e3¢ _ %
0 0 e 0 1 0 0 e £ £=0
e 0 0 —(1+x)e ™41 e’ — (1+x)
= 0 €3 gzed® % - (% + ac) e 3T — %2 = %639” - (% + ;13) + %639” Vr e R
0 0 63:” T xe?)x
gegeben. Die Losung y; der homogenen Gleichung, die den Anfangswerten
1
yh(O) = go = 2
0
geniigt, ist durch
e’ 0 0 1 e*
yn(x) =g = 0 €3 zed® 2| = [ 2% Ve e R
0 0 €/ \0 0
gegeben. Damit ist die Losung des Anfangswertproblems y durch
e’ —(1+x) e 2e” — (1+x)
@) = @) () = [ 23— (e a) e | 4200 = [T - (Laa) 1 5o | v
xeS:L‘ 0 xedx

gegeben.



Aufgabe 32:

Wir berechnen zunéchst ein Fundamentalsystem: Sei

1 5 =7 —4
5 ) 2

Fiir das charakteristische Polynom x4 von A gilt

5 7 4
5 32y 5 5 2-6)
N
1 12 —6A —12+ 6 0 93\ 1 -1 0
= — —7 5 — 6)\ —4 =—| -7 5—-06A —4
63 36
2 — 6\ 5) 5) 2 — 6\
0
Entw. nach 2 — A (—2 — 6 —4 >
= —2—6)\ —4 rnach 27 2
( 2 _ 6\ 1-ten Zeile 36 10 2 — 6\

2—-AX
( 2 —6))(2 — 6A) +40) = T = 7(36A% — 4 4 40)

= ( N +1) (A0

Es ist also spec(A) = {2,1, —i}. Wir bestimmen nun die Eigenrdume:

o F4(2):

SNENNEN]

O~ ~1
I

o|Solbole

ol
ol

0 0
—18] |- (%) ~ 0 1 ]
-10) | -3 1 -2 2

OO~ OLO O
SO O = Ot O O



5-i -1 —% | -6 5-6i -7  —4 i+
- 2—i -5 116 ~ -7 5-6i —4
2 2 2-4) |6 5 5  2-6i
12 -6i —12+6i e
~ -7 5 — 61
5
1 -1 0 7 9°(=5)
~ -7 5—-6i —4 JJr
5 5 2 — 61 +
1 -1 0
~ [0 —2—-61 —4 - (—3)
: 1
0o 10 2-6i) |-(3)
1 -1 0
~ 0 1+3i 2 | -(1—3i)
0 5 1-3i
1 -1 0 ﬂ+
~ 0 10 2-6i +
0 5 1-3i j-(—2) 1
1-3i
(1) 8 S
~ 0
05 1-3i/ |3 J
1-3i
5 )
~ oo b=
00 O
1-3i
5 2
= Ea(i)=linq | 58] 3 = 2
-1 —-1-3i
o E4(—i): Wird nicht benétigt.
Nach Abschnitt 27.2 der Vorlesung bilden
1
o1(z) = | -1],
0
‘ 2 2 cos(z)
p2(x) = Rele” 2 = 2 cos(z) )
—-1-3i 3sin(x) — cos(z)
. 2 2sin(z)
w3(z) = Im|e” 2 = 2sin(z) VreR
—-1-3i —sin(x) — 3 cos(x)

ein Fundamentalsystem ¢ = (gol V2 g03).
Nach Abschnitt 27.1 der Vorlesung erhélt man durch

Ye(z) = ®(x)¢ VreR



alle Losungen der Differentialgleichung, wenn & den R3 durchliuft. Um die Anfangswerte

0
Yo=10
1

zu erfiillen, suchen wir also die Losung ¢ € R? des linearen Gleichungssystems
®(0)¢ = 9.

Diese berechnet man mit dem Gauf-Algorithmus:

1 2 0 0 1 2 0 0 1 2 0 0 ﬁ+
—12003+~04001i~0100 (-2)
0 -1 -3 1 0 -1 -3 1 0—1—31J+
10 0 O 100 O
~ 01 0 O ~10 1 0 0
00 -3 1) |(-3) 001 —%
0
= =10
_1
3
Damit ist die Losung des Anfangswertproblems durch
1 2 sin(x)
y(z) = ()= —§<P3(90) = 3 sin(z) Vz e R
— 1 sin(z) — cos(z)
gegeben.
Aufgabe 33:

(a) Mit den Ergebnissen der Aufgabe 29 schreiben wir zunéchst die gegebene Differentialglei-
chung als System erster Ordnung 2/(t) = A(¢)z(t) + b(t) um:

A= (—5@) —plos)) "= (f?f>>

Die zu y1, y2 korrespondierenden Losungen

_ (" _ (Y2
¥1 <yi)a 2 (y,g)

des homogenen Systems bilden ein Fundamentalsystem ® = (gol g02) von z' = Az. Die
Inverse &~ (7) der 2 x 2-Matrix ®(7) ist nach Abschnitt 15.16 von HM1 durch

oL (B0 w50 )
20 = Get@) (—ilm ym)) () <—§1<r> w))

fiir alle 7 € I gegeben. Die Variation-der-Konstanten-Formel aus Abschnitt 27.1 der Vorle-
sung liefert (o = 0) die folgende partikuldre Losung von 2’ = Az + b:

o = s [ 8o oo [ (40 20) ()
oo [ () e

10



Die erste Komponente von z, ist nach Aufgabe 29 eine partikuldre Losung y, der ur-
spriinglichen Differentialgleichung. Ausfithren des Vektor-Matrix-Produktes und Ablesen
liefert die zu zeigende Formel

w) = () w) [ (G o)
= —y () : fT(Q)dT"i‘yQ( )/: f(w)(T)( fon(@) o, (z € I).

w\T

O
Nach Aufgabe 18 (i) bilden
n(@) = cos(V3), @) —sin(v5)  (0>0)

ein Fundamentalsystem von

2 x x " L,
d d -0 il il
27y (2) + 5y (@) + 7y(2) = 0 & y(@) + oy (@) + -

Die Wronski-Determinante w dieses Fundamentalsystems ist durch

y(x) =0 (x > 0).

B cos(\/SE) sin (vz) | b COS ) + sin x
v | rsin(v) g eon(va)| = 2y (0 (VI +oin (V)
= 1 Ve >0

2\/x
gegeben.
Mit f(z) = 1 fiir alle 2 > 0 ist nach der vorhergehenden Teilaufgabe also

o - o [EDEO i [ 100,
= sin (V) /cos (V) \égdaz — cos (V) /sin (V) \é‘%dx (x > 0).

Berechnung der obigen Stammfunktionen liefert

\/5 ParLInt. 2 . .
/cos (V) 7 o cos =" 7sin(r) —2 [ _ 7 sin(r)dr

=u
=/

Part_ It cin (\/:E) + 27 cos(T) — Q/COS(T)dT
= zsin (vz) + 2v/x cos (vz) — 2sin (V) ,
/sin (V) ﬂdx = /isin(r) dr Fertot- 2 cos(7) + 2/\7;/COS(T) dr

2 dx=27dr ——"
=Uu ='U/ =Uu ZU/

PartInt 1 cos (Vz) + 27 sin(7) — 2/sin(7)d7
= —zcos (vx) + 2/ sin (vz) + 2cos (V) (x > 0).

Einsetzen liefert

yp(x) = xsin® (Vz) + 2y/xsin (Vz) cos (V) — 2sin® (V)
+ cos? (\/E) — 2y/x cos (\/:f) sin (\/5) — 2cos? (\/:f)

= z—2 (x> 0).

11



Damit ist die allgemeine Losung y der gegebenen Differentialgleichung durch
y(z) = C1 cos (\/:E)+Cgsin(\/5)—|—x—2 Ve >0

mit freien Konstanten C1,Cy € R gegeben.

http://www.math.kit.edu/ianal /lehre/hm3phys2017w/
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