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Losungsvorschlige zum 7. Ubungsblatt

Aufgabe 34 (Ubung)

Losen Sie das Anfangswertproblem

P P
32% 1) + 2% (x, t) = sin(2x — 31), x,t €R,
ox ot

u(x,0) = xe”, x € R.

LOsuNGSVORSCHLAG: Das gegebene Anfangswertproblem lasst sich in der Form eines linearen Transport-
problems dquivalent schreiben:

ou

on 1.
8_t(x’ t)+ a(x, t) = 2 sin(2x — 3t) =: g(x, t), x,t €R,

2
~——
=a

u(x,0) = xe* =: f(x), x € R.

Nach Abschnitt 28.1 der Vorlesung ist seine Losung durch

u(x,t):f(x—ta)+/tg(x—(t—r)a,r)dr x,t €R
0

gegeben. Wir berechnen

1 [, 3 1 [t t .
—/ sin[2|x—(t—71)=|-37 dT:—/ sin(2x — 3t)dt = = sin(2x — 3t) x,t €R,
2 Jo 2 2 Js 2

womit

3t t t .
u(x,t) = (x - ?) e T 4 §s1n(2x —3t) x,t € R

die eindeutige Losung des Anfangswertproblems definiert.
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Aufgabe 35 (Ubung)

Losen Sie (formal) das Anfangswertproblem

6—M(x, t)+ u(x,t)a—%(x, t)=0, xeR, 0<t<1,
ot O0x
1 fiir x <0,
u(x,0)=41-x fir0<x <1, x €R
0 firx > 1,

mit dem Charakteristikenverfahren. Diskutieren Sie Thre Losung.

LosungsvorscHLAG: Wegen

ou on o, - [u(x,t)
E(x,t)+u(x,t)%(x,t)—M(x,t) ( 1 )

—_————
=:a(x,t,u(x,t))

liegt eine quasilineare Gleichung vor. Das charakteristische System (vgl. Abschnitt 28.3/4 der Vorlesung)
firk:I — R w = u o k lautet also

Fi(s) = ai(k(s),w(s)) = u(k(s)) = w(s), (1)
ky(s) = ax(k(s),w(s)) =1, (2)
w'(s) = [uok](s)=0. (3)

Da die Anfangswerte fiir # bei (xo,0) gegeben sind (xo € R), lauten die Anfangsbedingungen fiir die
Charakteristiken

k1(0) = xo, (4)
kZ(O) = O’ (5)
w(0) = u(k(0)) = u(xo,0). (6)

Die Losung des charakteristischen Systems lautet

@), (6) = w(s) = u(x0,0), (7)
@), GB) = ka(s) = s, (8)
@, @), @) = ki(s) = u(xo,0)s + xo. (9)

Zum gegebenen (x,¢) € R? mit 0 < ¢ < 1 versuchen wir nun die Gleichung

(x, 1) = k(s) = k(s, xo)



nach (xo, s) € R? aufzuldsen. Es gilt

k(s,x0) = (x,t)
6.6 s+ xo fiir xg < 0,
’ ( '
S x = ki(s)=u(x0,0)s +xo=3(1—x0)s+xg flir0<xg<1, A t=Fks) s
X0 fur X0 > 1,
t+ xg tiir xo < 0,
©x = {t+(1—-t)xg fir0O<xo<1l, A t=s
Xq fiir xq > 1,
x —t fiirxo <0,
t#1 s i
= Xo = ‘m furO<xo<1, AN t=s
X fiir xo > 1,
x—t firt>x,
1-t>0 —t .
= X9 = Epry furt<x<1, AN L =s5.
X fiir x > 1,
Die Abbildung

T:D={(s,x0): 0<s<1} >R = {(x,t)e[RZ: 0<t< 1}, (s,x0) — k(s) = k(s, x)

ist also bijektiv und es gilt

u(x,t) = (woT oT H(x,t)=w(s, x0) £ u(xo,0)
1 fiir xg < 0, 1 fiir t > x,
= 1-xp firO<xo<1,=91-3=F firt<x<l,
0 fiir xo > 1 0 firx > 1
1 fiir t > x,
= (= firr<x<l,
fiirx > 1

1
0
fiir alle (x, z) € R (siche Abb.]i).

Bemerkungen:

® Das berechnete # ist nicht differenzierbar entlang der Geraden x = ¢ und x = 1 und somit keine
yklassische Losung®. Dies liegt daran, dass die Anfangswerte #(xo,0) =: f (xo) nicht differenzierbar
sind bei xo = 0 und xo = 1. Wiirde man f dort ,glitten, so wire auch # differenzierbar.

® Bei (x,t) = (1,1) schneiden sich verschiedene Grundcharakteristiken und # wird singulir (unste-
tig). Dies liegt nicht an der ,Rauheit” der Anfangswerte, sondern an der Struktur der Differential-

gleichung
on
a—(x t) + u(x, t) (x t) = (unviskose Burger-Gleichung).
Sie entspricht, vage gesprochen, der lmearen Transportgleichung
ou

E(x, L)+ ozg—::(x, t)=0,

bei der die Transportgeschwindigkeit 2 von dem transportierten Wert #(xo, 0) abhingt: Hohe Wer-
te werden schnell, kleine Werte werden langsam entlang der Grundcharakteristiken transportiert.
Deshalb schneiden sich Grundcharakteristiken 1.A. und es entstehen dort s.g. Schocks.
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Abbildung 1: Losung des Anfangswertproblems und Grundcharakteristiken.



Aufgabe 36 (Ubung)

Bestimmen Sie alle radialsymmetrischen Losungen der Poisson-Gleichung

~Au(@) =1, FeR"\{0}.

LosungsvorscHLAG: Wir suchen Losungen # von der Form
w® =g(7l)  (Ferm\{d}),

mit 7 : R* — R. Esgilt

e = e

j=1xJ'
0%u 1 x2
— &) = 4% ) +g'(||% )(T - Tl)
o™ = e D\~ g
. ~NPu ., . (=
= Au(@) = zbgﬂm g<mm+gm¢>”” (2 v\ {3}).
=1 Z

Folglich 16st # von der obigen Form genau dann die gegebene Poisson-Gleichung, wenn ¢4 der gewohnli-

chen Differentialgleichung
-1

7N+ — =1 (r>0)

geniigt. Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit nichtkonstanten
Koefhizienten fiir & = 4’

o)y =-h(H2== -1 (r >0

Thre homogene Losung /4, ist durch
hy(r) = el HHdr = plon (r >0)

gegeben. Eine partikulire Losung Ay, liefert die Variation-der-Konstanten-Formel zu

n

hy(r) = —hh(r)/ dr = -1 / r"ldr = —rl_”ﬁ = —% (r > 0).

1
hy(r)

Damit ist die allgemeine Lésung /4 durch
hr)=Cir'™ == (r>0)

mit einer freien Konstanten C; € R gegeben. Damit folgt fiir 4:

() = /h(r)dr—{ Lz+(fclllog(r)+C2 tiir n = 2, (r > 0).

> nrz "+ Cy, firn>2



Aufgabe 37 (Tutorium)

(a) Losen Sie das Randwertproblem

ou

ou
-z — R2
I (x,7) 9y (x,y) = xe?, (x,7y) € R,

u(x,0) =x + 1, x € R.

(b) Losen Sie das Anfangswertproblem

on ou ou ou R
a—?(x, £) + %(x, £) + 2£(x, £) + a—:(x, H=tx—y+z), ¥=(u12)eRteR,
2 2
M()?,O)ze_ﬂzH , X eR>.
LOSUNGSVORSCHLAG:

(a) Wir ersetzen formal y gegen t. Dann lautet das gegebene Randwertproblem

ou ou

- _1 - - — t = RZ

Y (x,t)+ (-1 ax(x,y) xe" =t g(x,t), (x,t) € R7,
=a

u(x,0)=x+1=: f(x), x € R.

Seine Losung ist nach Abschnitt 28.1/2 der Vorlesung durch

u(x,t)

f(x—td)-l—/tq(x—(t—T)d,T))dT
0
= (x+t)+l—‘/t(x+(t_T))erT

0

t
= x+t+1—(x+t)[eT]§:0+/ T e dr
0 ~—\— ——

" v’

t
2x +t)+1—(x +t)e" +[re iy — / et dr
0

Part; Int.

= 2x+t)+1—-(x+t)e' +tel —e' +1
= 2x+t+1)—(x+1e’

fiir alle (x, ) € R? gegeben.

(b) Es liegt das lineare Transportproblem

1 1
a - - - - -
6_1:(x’t) + (2) Vu(x,t) = £ (—1) X = g(x,t), XxeR t R,
1 1
—— ——
=id =b
R MR R L
uw(x,0)=e" 2 = f(X), XeR



vor. Seine Losung ist nach Abschnitt 28.1/2 der Vorlesung durch

Wi t) = f(J_c’—t3)+/tg(5c’—(t—r)li,r)dr
0

_ (x—t)2+(y—2t)2+(z—t)2

t -
= e ++/ b - (X - (t —1)a)dr
0

=P (y=20)+(z=1)? LS t >
e 2 + b - % dr - (¢t -1)(b-3)dr
0 0

~——
=0

=02+ (y=20+(z—1)? 1 3
= e b + St (x—y+2)

fiir alle ¥ = (x,7,2) € R?> und alle ¢ € R gegeben.



Aufgabe 38 (Tutorium)
(a) Betrachten Sie die eindimensionale Kontinuitidtsgleichung
Oru(x,t) + Oy (x?u(x,t)) =0, x,t >0,

mit der Anfangsbedingung
u(x,0) = sin(x), x > 0.

Losen Sie dieses Anfangswertproblem mit dem Charakteristikenverfahren.

(b) Bestimmen Sie mit dem Charakteristikenverfahren die Losung # des Anfangswertproblems

Oxu(x,t)+ u(x,t) =0, x,t >0,

u(é, &%) =1, £>0.

to;u(x,t)+
X

_t
u(x,t)

LOSUNGSVORSCHLAG:
(a) Esgilt
(Z—IZ(X, )+ %(x, t) = 0&e g—?(x, t) + ng—:(x, t) = —2xu(x,t)
o u'(x,t) . (xlz) = 2xu(x,t) (x,t > 0).
—_— —_—
(B F00) Ly

Die vorliegende Differentialgleichung ist also eine quasilineare Gleichung erster Ordnung. Nach
Abschnitt 28.3 der Vorlesung lautet das charakteristische System fiirk : I - R?undw = n o k

also
ki(s) = ai(k(s),w(s)) = ki(s),
Ry(s) = axk(s),w(s)) =1,
w'(s) = b(k(s),w(s)) = —2ki(s)w(s) (s el).

(10)
(11)
(12)

Da die Anfangswerte fiir # bei (xo, 0) gegeben sind (x¢ > 0), lauten die Anfangsbedingungen fiir

die Charakteristiken (vgl. Abschnitt 28.4 der Vorlesung)

ki1(0) = xo.
k2(0) = 0,
w(0) = u(k(0)) = u(xo,0) = sin(xo).

Wir bestimmen nun die Lsung des charakteristischen Systems:

(13)
(14)
(15)

® ky: Die Differentialgleichung ist eine Differentialgleichung in getrennten Verinderlichen.



Mit dem Anfangswert ergibt sich ihre Losung formal zu

by
ds
dky

~> ?

(5)1
-~ [
X0

1 1(5)
e
g &=x9

i B 1
xo  ki(s)
< ki(s)

ki

ds

/d‘l’
0

1 X0

L—5 1—SXQ.

Die Lésung ,lebt” auf 7 = [O, xio) und auf dieser Menge ist /ef(s) # 0. Damit ist diese formal

berechnete Losung die eindeutig bestimmte Lsung des Anfangswertproblems.

* k;: Die Differentialgleichung liefert direkt ky(s) =
Anfangsbedingung ist C; = 0 und damit

ky(s) =s

s+ C, fur s € I. Wegen der

(s el).

® w: Die bereits berechnete Losung fiir £y wird in eingesetzt und man erhilt eine homo-
gene, lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit nichtkonstanten Koefhizienten. Es

gilt
—2/ dr = 2log (1 — sxp) (sel),
o 1—1x0
womit —
w(s) = w(0)eh T 4 = sin(xo)(1 - sx0)? (s €l)
folgt.

Plot einiger Grundcharakteristiken & ist in Abb. |2 gegeben.

Zum gegebenen x,t > 0 versuchen wir nun die Gleichung

(x, 1) = k(s)

= k(s, xo)

nach (xg,s) € {(zl,zz) eR?:0<2,0<2,< Zil} aufzulosen. Es gilt

k(s,x0) = (x,1)
X0 1
S x = =3 ANt =s
1—SXQ — =5
X0
1 1
S — = ——tAEt=s
X X0
1 X
& X = 1 = =S5s.
T+t 1+tx



sk

Abbildung 2: Einige Grundcharakteristiken.

Die Abbildung

1
T:D:{(s,xo)ele:xo>0,0$5<—} - R:{(x,t)elRZ:x,t>O},
X0

(s,x0) = k(s)=Fk(s, xo)

ist damit bijektiv und es gilt

w(x,t) = (noT oT M) x,t) = w(s,x0) = sin(xg)(1 — 5x0)* = sin ()

(1+txp
fiir alle (x,t) € R.
(b) Es gilt
In ou
Yar ’ t a.. ’ 4 ’ t = O
ER (x,t) + x%(x’t)ax(x )+ u(x,t)
t  Ou ou
< xu(x, t)a(x’ £+ tﬁ(x’ t) = —u(x,1)
t
= L/(xi) ' (W(x’t)) = —u(x,t) (x,t > 0).
t ~——
) 0 —— —b " ’
_(ﬁ(x’ ) 3_?()6’ t)) =:a(x,t,u(x,t)) (et (x.8))

Die vorliegende Differentialgleichung ist also eine quasilineare Gleichung erster Ordnung. Nach
Abschnitt 28.3 der Vorlesung lautet das charakteristische System fiir £ : I — R>undw = u o k

also
’ _ _ kZ(S)
ki(s) = ai(k(s),w(s)) = o)) (16)
Ry(s) = aa(k(s),w(s)) = ka(s), (17)
w'(s) = b(k(s),w(s)) = —w(s) (s el). (18)

10



Da die Anfangswerte fiir # bei (£, £2) gegeben sind (¢ > 0), lauten die Anfangsbedingungen fiir
die Charakteristiken (vgl. Abschnitt 28.4 der Vorlesung)

/€1(O) = f’ (19)
kZ(O) = é‘:z’ (20)
w(0) = u(k(0)=u(£, €%)=1. (21)

Wir bestimmen nun die Lsung des charakteristischen Systems:

® k;: Die Differentialgleichung (17)) liefert direkt ka(s) = Cye® fiir s € I. Wegen der Anfangs-
bedingung ist C; = &% und damit

ky(s) = £%e° (s el).

¢ w: Die Differentialgleichung (18)) liefert direkt w(s) = Cse™* fiir s € . Wegen der Anfangs-
bedingung ist C3 = 1 und damit

w(s)=e* (s el).

® ky: Die bereits berechnete Losung fiir £ und @ wird in (16]) eingesetzt und man erhilt eine
Differentialgleichung mit getrennten Verinderlichen. Mit dem Anfangswert ergibt sich
ithre Losung formal zu

dhy _ e
ds ke
’\/>/€1d/€1 = 62625
ki(s) s
~ / ndyp = | &1
& 0
ki(s) 2 S
-, - 15
27 Jy=¢ 2 o
& (ki(s)? - = ¥ - ¢
ki(s)>
1S:)>O/e1(s) = &e'.

Die Losung ,lebt” auf I = R und auf dieser Menge ist 0 < ky(s) < co. Damit ist diese formal
berechnete Losung die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems.

Plot einiger Grundcharakteristiken &, sowie der Kurve I, auf der die Anfangswerte fiir # vorgege-

ben sind, ist in Abb. 3| gegeben.

Zum gegebenen x, ¢t > 0 versuchen wir nun die Gleichung

(x, 1) = k(s) = k(s,€)

nach (£,s) € {(z1,22) € R?: 0 < z1} aufzulsen. Es gilt

R(s,€) = (x,1)
&x = At =%
Sx = EeP Nt =Ex

t x?
& = ;As-log(T).

11



1

. \ Anfangswerte

Die Abbildung

ist damit bijektiv und es gilt

tiir alle (x,t) € R.

X

w(x,t)=(moT o T N)x,t)=w(s,&) = e = i3

12

\J

Abbildung 3: Einige Grundcharakteristiken und Kurve der Anfangswerte.

T:D:{(s,§)€R2:§>O} — R:{(x,t)e[RZ:x,t>O},
(5,6) > k(s) =k(s,€)

x2



Aufgabe 39 (Tutorium)
(a) Seien0<d <R <d’,q’" € R. Es gelte
['(Xx —de,)+q'T'(x-d'é,)=0

fiir alle ¥ € R’ mit ||X|| = R, wobei I' die Grundlésung der Laplace-Gleichung bezeichnet.
Bestimmen Sie d’ und ¢’.

(b) Sei R > 0. Zeigen Sie, dass
oG R>—|Z|> 1

T (%.5) = .
on, T 4R IR

x € B(O,R), y € dB(O,R)

gilt. Dabei bezeichne G die Greensche Funktion fiir die Kugel B(0, R) € R>.

LOSUNGSVORSCHLAG:

(a) Nach Abschnitt 29.4 der Vorlesung ist

tp e

Aus der gegebenen Gleichheit erhalten wir damit durch Aquivalenzumformungen

(%) =-

[(% - dé,)+qTE-d'E,) = 0

1 1 q 1
& —— - = 0
rfi-da|| +[F-da]
"£0
S g E-de = |7-de

fiir alle ¥ € R? mit ”3_5” = R. Einsetzen von X € {REZ, —REZ} liefert

qgR-d) = d -R,
JR+d) = R+d'.

Summen- und Differenzbildung der beiden obigen Gleichungen liefert
q/ R = d,,
q'd = R.
Letzte Gleichung kann nach ¢’ umgestellt werden: ¢" = %. Einsetzen in die vorletzte Gleichung
ergibt d’ = R72.
(b) Nach Abschnitt 29.6 der Vorlesung ist G gegeben durch

Der Normaleneinheitsvektor N auf der Sphire dB(0, R) im Punkt j € AB(0, R) ist durch N = %
gegeben. Es gilt ferner

TINE = (em\[5)). (22



Wir zeigen die Identitit aus der Aufgabenstellung zunichst fiir ¥ = 0. Es gilt in der Tat

|

0G so @i Lo Llv. (L L) i@y F_ 1
> 00 =6)005) 7 =71V R GlJ| & = =g} R+
J Y
fiir alle 5 € AB(0, R).
Fiir ¥ # Ound 0 # ¥ # ¥ gilt (vgl. Abschnitt 29.6 der Vorlesung)
S e | I O o
—Xx -9 = —2<x|y>+R =)~ 1on (23)
L R? R ]
Deshalb gilt
G _ _ . 1 1 1 y
—x,y) = ;O 5=-— V;( T TS
ON; R 4n X -y H||y||»_ R = R
’ =3 s [EilRe
@ 1| xX-) o ! y
2 . i —— R
4r ||x—y||3 ||;||§_ H]; 2 R
P o R\l
B W €1 el Y il ot 1
4R z_ =P 7| P R
e
o 1 @5 -r RIE- GOz
S R R s e g R
| RESWIP
bl-x 1[G -R - E5)] 1 Rk
R =510 k-5 1 AR -5
n

fiir alle ¥ # O und alle ¥ € B0, R).
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