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8. Übungsblatt

Aufgabe 40
Betrachten Sie das Rand- und Anfangswertproblem

∂u
∂t
(x, t ) −

∂2u
∂x2 (x, t ) = 0 (0 < x < 1, t > 0),

∂u
∂x
(0, t ) =

∂u
∂x
(1, t ) = 0, (t > 0)

u(x, 0) = cos(πx) + 1 (0 ≤ x ≤ 1).

(a) Bestimmen Sie alle Lösungen von der Form u(x, t ) = w(x)v(t ) der Differentialgleichung.

(b) Lösen Sie das obige Rand- und Anfangswertproblem.

Aufgabe 41
Bestimmen Sie die beschränkte Lösung des Randwertproblems

∆u(x, y) = 0 (x2 + y2 > 1),
u(x, y) = x (x2 + y2 = 1),

indem Sie es in Polarkoordinaten betrachten und den Separationsansatz verwenden.
Hinweis: In Polarkoordinaten gilt

∆v(ρ, ϕ) =
∂2v
∂ρ2 (ρ, ϕ) +

1
ρ

∂v
∂ρ
(ρ, ϕ) +

1
ρ2
∂2v
∂ϕ2 (ρ, ϕ).

Aufgabe 42
Sei Ω =

{
(x, y) ∈ R2 : 0 < x < a, 0 < y < b

}
. Betrachten Sie das folgende Rand- und Anfangswertpro-

blem

∂2u
∂t 2
(®x, t ) − ∆®xu(®x, t ) = 0 (®x ∈ Ω, t > 0),

u(®x, t ) = 0 (®x ∈ ∂Ω, t ≥ 0),
u(®x, 0) = 0 (®x ∈ Ω),

∂u
∂t
(®x, 0) =

√
1
a2 +

4
b2 sin

(π
a
x
)
sin

(
2π
b
y
)

(®x ∈ Ω).

(a) Bestimmen Sie alle Lösungen von der Form u(x, y, t ) = w1(x)w2(y)v(t ) der Differentialglei-
chung.

(b) Lösen Sie das obige Rand- und Anfangswertproblem.
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Aufgabe 43
Bestimmen Sie die Lösung des Randwertproblems

∆u(x, y) = 0 (1 < x2 + y2 < 4),
u(x, y) = 1 + 3x + 8xy (x2 + y2 = 1),

∂u
∂ ®N
(x, y) =

1
2
+

3
4
x −

1
4
xy (x2 + y2 = 4),

indem Sie es in Polarkoordinaten betrachten und den Separationsansatz verwenden.
Hinweis: Aufgabe 42.

Aufgabe 44
Die Eigenschwingungen einer kreisförmig eingespannten Membran sind Lösungen der Eigenwertglei-
chung

−∆v(x, y) = λv(x, y), (x, y) ∈ K = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1},
v = 0 auf ∂K ,

(1)

mit λ > 0.

(a) Es sei v eine Lösung des Eigenwertproblems (1) und V (r , ϕ) := v(r cos ϕ, r sin ϕ). Welcher
(partiellen) Differentialgleichung genügt V ?

Wir wollen nun mithilfe eines Separationsansatzes V (r , ϕ) = f (r )g (ϕ) Lösungen des Eigenwertpro-
blems (1) finden.

(b) Lösen Sie die Differentialgleichung für g . Achten Sie dabei auf die korrekten Randbedingungen.

(c) Zeigen Sie, dass f einer Bessel-Differentialgleichung genügen muss und bestimmen Sie alle
beschränkten Lösungen der Differentialgleichung für f durch einen verallgemeinerten Potenzrei-
henansatz.
Hinweis: Abschnitt 25.14 in der Vorlesungszusammenfassung.

(d) Zeigen Sie, dass die zulässigen Werte für λ durch Nullstellen geeigneter Bessel-Funktionen gegeben
sind.

(e) Geben Sie alle beschränkten Lösungen des Eigenwertproblems (1) der Form f (r )g (ϕ) an.

Erinnerung: Die Modulprüfung (Klausur) findet am Montag, den 05. März 2018 von 14:00 bis
16:00 Uhr statt. Bitte denken Sie daran, sich rechtzeitig im Campus Management für Studierende
Portal dafür anzumelden. Anmeldeschluss ist Samstag, der 10. Februar 2018. Weitere Informationen
finden Sie auf der Homepage der Veranstaltung.
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