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Aufgabe 40

Betrachten Sie das Rand- und Anfangswertproblem

0 9?
a—f(x,r)— a—x’;(x,t) -0 (0O<x<1,¢>0),
ou ou
—(0 = —(1,t)=0 0
Pon = Zan=o  @>0
u(x,0) = cos(nx)+1 O0<x<1).
(a) Bestimmen Sie alle Losungen von der Form #(x, t) = w(x)v(t) der Differentialgleichung.

(b) Losen Sie das obige Rand- und Anfangswertproblem.

LOSUNGSVORSCHLAG:

(a) Klar: #(x,t) = 0fiir 0 < x < 1und ¢ > 0 definiert eine Losung der Differentialgleichung. Im
Folgenden suchen wir also Losungen # % 0, also etwa #(xg, to) # O fiirein 0 < xg < 1 und ein
to > 0. Geht man mit dem Separationsansatz #(x, t) = w(x)v(¢) in die Differentialgleichung ein,
so erhilt man:

on 0%u
E(x’ t) - W(x, t) = 0
o wx)v'(t)—w"(x)v(t) = 0
o wx)v'(t) = @w”(x)v(t)

Nach obiger Voraussetzung ist w(x) # 0 fiir x = xo. Deshalb gilt

_ w”(xo)

w(xo)
—_———
=:1

v'(t)

o(t) (t >0)

und folglich
v(t) = Cett (t > 0)

mit der freien Konstanten C € R.

Entsprechend erhilt man fiir ¢ = tg

w(x)v (o) = w”(x)v(ty) © w(x)Av(ty) = w”(x)v(ty) © w”(x) = Aw(x).
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Die allgemeine Losung dieser Diferentialgleichung ist durch

Cj cosh (ﬁx) + C, sinh (\/zx) , falls A >0,
w(x) =1Cix + C,, falls 1 = 0, O0<x<1)
Cj cos (V—/lx) + Cy sin (V—/lx) , fallsA <0
mit freien Konstanten Cy, C; € R gegeben.

(b) Da die Wirmeleitungsgleichung linear ist, machen wir den Ansatz

N N
wxr) = Co+Cix+y CY ek cosh(A,x) + >c? ek sinh(1,x) +
=:1/z](:)(x,t) =:1/z](:)(x,t)

N N
DG e Hicos(upx) + ) CF e Hisin(upx) (0 <x<16>0)
D ——

—_—
k=1 ) k=1 )
=:M/(€ )(x,t) =:u](€)(x,t)

mit noch zu bestimmenden Konstanten N € N,0 < Ay < ... < AnN,0< u; < ... < un, Co, Cy,
(1 1 ~©2 2 ~0 3 ~@ )
ch,...,cV,c? . ..c?cP . cocH c¥eRr.

Wir versuchen die Neumann-Randbedingungen bereits ,gliedweise® zu erfiillen. Es gilt

81 =0
ox
9
%X = 1,
5,
ak (x,t) = e sinh(Ax),
X
5,2
Bk (x,t) = e”ixlkcosh(/lkx),
X
au/(:) 5
dx (x,t) = —e "Mepysin(upx),
PO 2
ak (x,t) = e iy, cos(upx) (O<x<1,¢t>0).
X

Einsetzen von x = 0 liefert, dass die Koefhizienten von 14/(:), M/(:) verschwinden. Einsetzen von
. . . 1 .
x = 1 liefert, dass die Koefhizienten von x und 1Y verschwinden und u, € 7N.
b He

Diese Uberlegungen schrinken den Ansatz auf
N 252
u(x,t) = Co + Z Clle™ ™ cos(knx)  (0<x <1,t20)
k=1

ein. Einsetzen von ¢ = 0 und Vergleich mit dem Anfangswert liefert N = 1, Cp = 1, C1(3) =1,
also

u(x,t) =1+ et cos(rx), 0<x<1,t>0.



Aufgabe 41

Bestimmen Sie die beschrinkte Losung des Randwertproblems

Au(x,y) = 0 (x? +y2 > 1),
u(x,y) = x  (x*+y>=1)

indem Sie es in Polarkoordinaten betrachten und den Separationsansatz verwenden.
Hinwers: In Polarkoordinaten gilt

2 2

0°v 10v
Av(p, ) = a—p2(p, @)+ ;%(p, @)+ PEER 2(;O ).

LOSUNGSVORSCHLAG: Sei T @ (0,00) X (0,27r) = D := {(x,y) € R :y # 0V x > 0} mit

_[cos(¢)
T(T’, 90) =7 (SIH(QD))

fiir alle » > 0 und alle ¢ € (0,27). Dann ist T € C* und invertierbar und 7" € C®. (Polar-
koordinaten, vgl. Abschnitt 21.4 von HM2). Setze v = # o T. Wir machen den Separationsansatz
v(p, ¢) = v1(p)v2(g). Da wir an nichttrivialen Lsungen interessiert sind, gelte etwa v1(pg) # O fiir
ein p > 1 und v2(po) # 0 fiir ein ¢ € (0, 27r). Laut Hinweis gilt dann

v v
Av = —=(p,¢)+ ——v(p,w) 12(6 B

@) (P, ¥)
2(90) 2 (p )+'01(p) 7(0) 0

= o{(p)valp) + (p>1,¢€(0,2n))

( p20!(po)  pov)(po)
- +

= v)(p) =

v1(po) 21(p0) )’02(90) (¢ € (0,2)).

Damit gilt

Ci cos (\/—/ltp) + C; sin (V—/lgo) , fallsd <0,
v2(¢) = { Crp + Cs, falls 1 = 0, (¢ € (0,2m))
Ci cosh (ﬁgo) + C; sinh (\/Z(p) , fallsA>0

mit freien Konstanten Cy, C, € R. Damit v o 7 sich zur nichttrivialen differenzierbaren Funktion
u auf R? fortsetzen ldsst, muss

lim v2(¢) = lim va(¢) und lim 95(¢) = lim 5(¢p)
p—0+ p—2n— ¢—0+ p—2n—
gelten. Dies ist nur fiir
A=-F* mit keN

moglich und im Fall 2 = 0 muss v5(¢) = C, gelten.
Ferner ergibt sich

p*vi(p) + pvi(p) + Av1(p) =0 (p > 1).



Dies ist eine Eulersche Differentialgleichung fiir v1. Wir substituieren deshalb p = e*, w(s) = v;(e’) fiir
s € R. Es folgt @’(s) = e*v{(e’) = pvi(p) und w"(s) = e’vi(e’) + ezsvi'(es) = pvi(e’) + pzvi’(es).
Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

w"(s) + Aw(s) = 0 (s € R).
Fiir A = O ist also
w(s) = Cis + C, (s € R),

und fiir 1 = —k% < O ist
w(s) = Cie? + Cre™™ (s €R)

mit freien Konstanten Cy, C, € R. Resubstituieren liefert

o1(p) = {C1 log(p) + C,, fallsk =0, (0> 1)

Cip™® +Cypk, fallsk eN

Da die Laplace-Gleichung linear ist, machen wir den Ansatz

N N
v(p,p) = Co+ Cylog(p)+ Z C/il)p/e cos(ky) + Z C/iz)ple sin(kp) +
k=1 k=1

N N
Z C/S),o_/€ cos(ky) + Z C]?)p_k sin(k¢)
k=1 k=1

mit noch zu bestimmenden Konstanten N € N, Cp, Cy, Cl(l), .. .,C](\}), Cl(z), e, C](\?), Cl(s),. . C](\;),
O COem

Da die Terme log(p), o* cos(kg) und pF sin(k¢) unbeschrinkt sind, kénnen sie nicht vorkommen. Die
Randbedingung #(x, y) = x fiir x? + % = 1 lautet in Polarkoordinaten v(1, ¢) = cos(¢) fiir ¢ € (0, ¢).
Einsetzen von p = 1 in den Ansatz und Vergleich mit der Randbedingung liefert N = 1, Cy = 0,
C1(4) =0, C1(3) =1, also

v(p, ) = cosl) (p>1,0<¢<2n1)
bzw.
__ X 2, .2
u(x,y) = 1y (x"+y° >1).



Aufgabe 42

SeiQ = {(x,y) € R?: 0 < x <a,0<y < b}.Betrachten Sie das folgende Rand- und Anfangswertpro-

blem
2
‘;—t’z‘(;z,z) Au(EBt) = 0 (ReQ t>0),
u(x,t) = 0 (x €0, t >0),
on 1 4 . (m . (27 -
E(x,O) = W/; + 7 sin (;x) sin (73/) (x € Q).

(a) Bestimmen Sie alle Losungen von der Form u(x,y,t) = wi(x)w,(y)v(t) der Differentialglei-
chung.

(b) Losen Sie das obige Rand- und Anfangswertproblem.

LOSUNGSVORSCHLAG:

(a) Klar: #(x,y,t) = 0 fiir (x,y) € Q und ¢ > 0 definiert eine Losung der Differentialgleichung. Im
Folgenden suchen wir also Losungen # # 0, also etwa #(xo, yo, to) # 0 fiir ein 0 < x¢ < 4, ein
0 < 9o < b und ein to > 0. Geht man mit dem Separationsansatz #(x, y, t) = w(x)w(y)v(t) in
die Differentialgleichung ein, so erhilt man:

P
(0t )?
e wi(x)wa(y)v"(t)

0

(X,t) — Azu(X, 1)

(wy ()w2(y) + wi1(x)w5 (y))v(t)

Nach obiger Voraussetzung ist wq(x)w(y) # 0 fiir x = xo und y = yo. Deshalb gilt

wy (xo) . w; (yo)

"(t) = t t > 0).
v(t) wi(xo)  w2(yo) v )
=:1
Mogen
cosh (\/ﬁx) , fallsu >0, sinh (ypx), falls u >0,
ﬁfl)(x) =41 falls u = 0, ll(z)(x) =9x falls u = 0, (x € R)

cos (v=px), fallsu<o0 sin (v=px), fallsu <0

die linear unabhingigen Losungen der Differentialgleichung f”(x) = uf (x) bezeichnen. Offenbar
1st

o(t) = Cif () + Cf P (>0
mit freien Konstanten Cy, C, € R.

Entsprechend erhilt man fiir y = yo, ¢t = ¢

v](x) = (/1 - ’Ué'(yo)) v1(x) 0<x <a),
v2(y0)
~—_—

=1



bzw. fiir x = xq, t = tg

peon v{ (o)
vz(x)—(/l—vl(y)) 2(x) (0<x<b).

—_—
=:1;

Folglich haben alle Losungen von der gesuchten Form die Gestalt
w(x,y,6) = (Cif{1, () + Cof 2L NG £1P(x) + CLfE DN Cs 1)) + Cof D)
mit freien Konstanten Cy, C,, C3, C4, Cs, Cy, 11, 12 € R.

(b) Wir suchen zunichst nach nichttrivialen Losungen der Wellengleichung, die die Form

k
w(xy.t) = £ OO0 () e >0
haben (i, 7,k € {1,2}, 21, A3 € R) und der Randbedingung
u(x,t) =0 (X €edQ, t >0)

gentigen (vgl. Aufgabe 41 (i1)). Wegen der Produktstruktur von #, muss bereits

] ] k k

flo=0=f" . fPo=0=fPw)
gelten. Die erste Gleichheit liefert ;7 = 2. Da sinh(x) = 0 & x = 0 gilt, liefert die zweite
Gleichheit 41 < 0 und
V—A1a € N ((:) sin( —/114) = O) .

Genauso folgt & =2und 1, = —/eZZ—i fiir ein & € N.

Als Nichstes versuchen wir das Rand- und Anfangswertproblem durch eine Linearkombination
der oben berechneten ,erlaubten“ Funktionen zu l6sen:

N 5 > , -
u(x 1) (C/ill) cos (”\/@t) + C(z) sin (ﬂ\/qt))

k=1

(kx . (Ix
sin | —x | sin by

[

= u(x,y,0)

I
1=
Q
va

2

x>
=

N —
wn

5

—_——

SISy
<

N —

Dabei sind die Konstanten N € Ny und C](ik) mit z € {1,2}, b,/ € {1,..., N} zu bestimmen. Es

gilt
on S I N SN @ [SNNE
E(x,y,t) = Z T ;+ﬁ( C/e,l sin | 7T _+ﬁt +C cos | _+ﬁt

kl=1
(o))
sin sin | -y
on 3 N k2 12 o . [kn . (lx
= E(X,y, O) = kglﬂ' ; + ﬁck,l s (73(?) s (?y) .



Vergleich mit den Anfangsbedingungen liefert N = 2, C ]il) = 0 fiir alle &,/ € {1,2}, Cy (2)
C(Z) C(z) = 0und Cy = . Damit ist

1 . 1 4 T . [2n
n(x,y,t) = —sin (ﬂwl— + ﬁt) sin ( x) sin (?y)

die Losung des vorgelegten Anfangs- und Randwertproblems.



Aufgabe 43

Bestimmen Sie die Losung des Randwertproblems

Au(x,y) = 0 (1< x*+ yz < 4),
u(x,y) = 1+4+3x+8xy (x? +9y% = 1),
o 1 3 1 .
s ) = N - - = = 4 )
aﬁ(x y) Stax Ty (THyt=4)

indem Sie es in Polarkoordinaten betrachten und den Separationsansatz verwenden.
Hinwers: Aufgabe 42.

LosungsvorscHLAG: Wir gehen wie in Aufgabe 42 vor und erhalten den Ansatz in Polarkoordinaten

N N
v(p,¢) = Co+ Cilog(p) + Z C/il)pk cos(kyp) + Z C/iz)pk sin(kg) +
k=1 k=1

N N
D CPp costg) + Y C¥ptsin(ky) (1< p <205 <2m)
k=1 k=1

mit noch zu bestimmenden Konstanten N € N, Cg, Cy, Cl(l), .. .,C](\}), Cl(z), e, C](\?), Cl(s),. . C](\';),
“4) “4)
C7....C\ eR.

Damit folgt
N N
v(l,9) = Co+ Z C/il) cos(ky) + Z C/iz) sin(ky) +
k=1 k=1
N N
Z CIS) cos(ky) + Z C/?) sin(k),
k=1 k=1
0v C <
(pp) = —+ Z /eC/il)pk_1 cos(kyp) + Z C/iz)pk_l sin(kg) —
dp P k=1
N N
Z /eC/S)P_(kH) COS(/@(,O) _ Z /eC/i4)p—(/e+1) sin(/ego),
k=1 k=1
0v c I D)k < )k
2,0 = 22+ ) ECY2R T eostkp)+ Y RCP2* sin(ky) —
ey - ; ( ¢ ; . ¢

N N
Z RCI2®4D cos(kgp) — chli4)2_(k+l) sin(be)  (1<p<20<¢p<2n)

k=1 k=1
Die Neumann-Randbedingung ist bei p = 2 gegeben. Dort ist der duflere Normaleneinheitsvektor
N = 3 fiir alle [[X]| = 2 und es gilt g—;\i{ = g—z. Wir iibersetzen damit die Randbedingungen in
Polarkoordinaten:
v(l,9) = 1+ 3cos(¢)+ 8cos(p)sin(p)
= 1+ 3cos(p) + 4sin(2¢),
0v 1 3 :
——(2.¢) = 5+ cos(g) - cos(¢) sin(gp)
dp 2 2

1 3 1.
= 5 + 2 cos(p) — 3 sin(2¢).



Vergleich der auftretenden Terme mit dem Ansatz liefert N = 2, C, m - =G, G - = C| @ = C| ® -
Co=1,C{ =1, sowie

ch+cP = 3,
o 1.6 _ 3
cP+cy = 4
1 1
4c(2) _ _C(4) -
2 4 2 2

Die ersten belden Gleichungen ergeben C| W= =2 und C, G = ¢ Die letzten beiden ergeben C, ) = £

und C2(2) = 2. Es ergibt sich also insgesamt,

9 2 . 61 66 1 .

v(p,¢) = 1+log(p)+-p cos(<p)+—,o2 sin(2¢)+—=— cos(¢)+—— sin(2¢p) (1<p<20<¢2n),
5 17 50 17 o2

bzw. in kartesischen Koordinaten

9 4 6 132
u(x, y)—1+—log(x +y2)+ x+—xy ad a2d

e (F L R L)
5 5x2+92 17 (x2 +y?)? ( Y )



Aufgabe 44

Die Eigenschwingungen einer kreisf6rmig eingespannten Membran sind Losungen der Eigenwertglei-
chung

—Av(x,y) = Av(x,y), (x,y) e K ={(x,y) € R?: x? + y2 < 1},

v=0 auf 0K, ()

mit A > 0.

(a) Es sei v eine Losung des Eigenwertproblems (1) und V (7, ¢) := v(r cos ¢, 7 sin ¢). Welcher
(partiellen) Differentialgleichung gentigt V?

Wir wollen nun mithilfe eines Separationsansatzes V (7, ¢) = f(r)g(¢) Losungen des Eigenwertpro-

blems () finden.
(b) Losen Sie die Differentialgleichung fiir 4. Achten Sie dabei auf die korrekten Randbedingungen.

(c) Zeigen Sie, dass [ einer Bessel-Differentialgleichung geniigen muss und bestimmen Sie alle
beschrinkten Losungen der Differentialgleichung fiir / durch einen verallgemeinerten Potenzrei-
henansatz.

Hinwers: Abschnitt 25.14 in der Vorlesungszusammenfassung.

(d) Zeigen Sie, dass die zuldssigen Werte fiir A durch Nullstellen geeigneter Bessel-Funktionen gegeben
sind.

(e) Geben Sie alle beschrinkten Losungen des Eigenwertproblems (i) der Form f(7)g(¢) an.

LOSUNGSVORSCHLAG:
(a) Sei V(r,¢) = v(rcosg,rsing), r >0, ¢ € (0,27). Dann gilt
0, V(r, ) = cos ¢ 0xv(r cos ¢, 7 sin ) + sin ¢ 0, v(r cos ¢, r sin ¢)
OV (r, ) = cos® ¢ d>v(r cos @, 7 sin ) + 2 cos @ sin ¢ 0x0,v(r cos ¢, 7 sin @)
+sin’ ¢ 85'0(1' COS @, 7 sin @),
sowle
0,V (r,¢) = =7 sin @ 0y v(r cos @, 7 sin @) + 7 cos ¢ d,v(r cos @, r sin @)
GiV(r, @) = r2sin’ A2v(r cos @, 7 sin @) — 27 sin ¢ cos ©0x0,v(r cos ¢, 7 sin @)
+ 72 cos® ¢ 6571(7 COS , 7 sin @)
— 7 cos ¢ 05 (7 cos @, 7 sin @) — 7 sin ¢ Gy v(r cos @, r sin @)
Insbesondere ist also

1 1
aifv(r cosp, rsing) + 057)(7 Cos @, 7 siny) = 83\/(7, ®) + ;B,V(r, )+ ﬁ(ii\/(r, ®).

Ist v eine Losung der partiellen Differentialgleichung —Av = Av, so geniigt V' der partiellen
Differentialgleichung

1 1
2V (r,0)— =0,V (r,p) - —ZaéV(r,go) =AV(r,e), r>0,¢€(02n), (2)
r r

mit Randbedingungen V' (1,¢) = 0 fiir alle ¢ € (0,27) und V(r,-) periodisch fiir alle » > 0.
Letzteres impliziert, dass

lim V(r,p) = lim V(r,9), lim 0,V (r,¢) = lim 0,V (r,¢)
—0 p—21 ©—0 p—2n

fiir alle » > 0.

10



(b)

(c)

Der Separationsansatz V (7, ¢) = f(7)g(¢) fithrt eingesetzt in die Differentialgleichung (2]) auf

~"()9(0) = ' (1)g(@) = =/ ()g"(9) = 1f (g ()

beziehungsweise

[)a() 4~ (g(9) + A (a(e) = =5 [ (g (¢).

Fiir diejenigen » > 0 und ¢ € (0,27) mit f(r) # 0 und ¢(¢) # 0 folgt

2S00+ B2+ af() _ g"(p)
f(r) 9(p)

Da die linke Seite unabhingig von ¢ und die rechte Seite unabhingig von 7 ist, miissen beide
gleich einer Konstanten yu sein. Wir erhalten die beiden Differentialgleichungen

P )+ fi() + = f(r) =0, 7 >0, (3)
9"(p) + pg(p) =0, ¢ €(0,2n). (4)

2

Aufgrund der Randbedingungen muss ¢ periodisch sein, weshalb 1 = v* € Ny gelten muss.

Genauer gilt
g(p) = cycos(vp) + casin(vep)
mit Konstanten ¢y, ¢; € R.

Die Differentialgleichung fiir f ist eine Besselsche Differentialgleichung. Wir bringen Sie noch in

“Normalform”. Sei dazu » = % und A(€) := f(&/ V). Dann gilt

/ — L 4 ” _ l ”
HE) = =f €N K€ = 2" €N,

und / geniigt der Differentialgleichung
ENE) +ENE) +E -vHhE) =0, £>0,

d.h. einer Besselschen Differentialgleichung der Ordnung v € No.

Der abgewandelte Potenzreihenansatz h(¢) = é° 3)° 4, &F fiihrt eingesetzt in die Differential-
gleichung

(p? = vDack? + ((p+ 12 = v?) g + i (e + 922 = v2) a + aro| €77 = 0.
k=2

Koeffizientenvergleich liefert die determinierende Gleichung p? — v? = 0 fiir p, mit den beiden
ganzzahligen Nullstellen p1, = v € Z. Insbesondere gilt p1 — p» € Np. Damit sind laut
Vorlesung die beiden linear unabhiangigen Losungen der Differentialgleichung die Funktionen

mE) =¢ ) apét
k=0

() = Ayi(€) logé +¢7 > byé
k=0

11



mit A € {0,1}, ag # 0, by # 0. Damit sind alle beschrinkten Lésungen von der Form A(¢) =
chi(é) mit c € R.

Wir 16sen noch die Rekursionsgleichung fiir die Koeffizienten a; von hj. Der & = 1 Term
((p + 1)* = v?) a; = 0 impliziert wegen p = v, dass a1 = 0 gelten muss. Fiir £ > 2 haben wir
_ ap_o _ ap_2
ap = =

C(k+vY2—v2 k(k+2v)

insbesondere a3,,+1 = O fiir alle m € No. Fiir gerade & = 2m, m € N, finden wir

a9 _ (="
27m2m(v + (v +2)---(v+m)  227ml v+ D(v +2)---(v + m)’

aAm = (_1)m

also

(1" (5)2’”_

m!(v+1)(v+2)---(v+m) 2

hi(€) = act” ).
m=0
Es 1st iiblich, ag = ﬁ zu wihlen, dann wird 4{(£) = ], (&) mit

00 _1\m 2m+v
M=y~ (€]

— m!(v + m)!\ 2

die sogenannte Bessel-Funktion 1. Art der Ordnung v € Nj.

Zusammenfassend sind alle beschrinkten Losungen f der Bessel-Differentialgleichung gegeben

durch
f()=c],(xVA), ceR.
Die Randbedingung £ (1) = 0 impliziert, dass
f)=c, (VD) =0,

d.h. die zulissigen Werte von A sind gerade diejenigen, fiir die VA eine Nullstelle der Bessel-
Funktion J, ist.

Simtliche Losungen V (r,¢) = f(r)g(¢) der partiellen Differentialgleichung sind daher
gegeben durch

V(r,9) = J,(\4,7) (c1 cos(ve) + casin(ve)),

mit c,c2 € R, v € Nound A, € {1 >0: ], (VA1) =0}

http://www.math.kit.edu/ianal/lehre/hm3phys2017w/
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