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1. fjbungsblatt - Losungsvorschlage

Aufgabe 1 (Vergessensmodell nach H. Ebbinghaus)

Ein Student hat fiir eine Priifung gelernt und sich so den gesamten Stoff des Faches eingepréigt. Allerdings wird
der Student nach einiger Zeit einen Teil davon vergessen haben. Wir bezeichnen hier mit p(¢) den Prozentsatz des
noch vorhandenen Wissens zum Zeitpunkt ¢t. Wir nehmen zusétzlich an, dass einen gewissen Prozentsatz b € (0,100) der
Student niemals vergessen wird. Zudem machen wir den Ansatz, dass die Vergessensrate p(t) zu Zeitpunkt ¢ proportional
zum noch zu vergessenen Stoff ist.

Formulieren Sie das zugehdrige Anfangswertproblem und l6sen Sie es.

Loésung von Aufgabe 1
Wegen p(t) ~ (p(t) — b) fiir alle t > 0 ergibt sich die Differentialgleichung

(A1) p(t) = =A(p(t) —b)
fiir alle ¢ > 0 mit einer Konstante A > 0. Hierbei handelt es sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster

Ordnung. Also ist das geforderte Anfangswertproblem (kurz: AwP):

p(t) = —Ap(t) + Ab auf (0, 00),

(AwP) {p(O) — 100.

Um dieses Anfangswertproblem zu l6sen gehen wir in mehreren Schritten vor. Ersteinmal 16sen wir die Differentialgle-
ichung (A1):
Schritt 1. Losen der homogenen Gleichung:

pr(t) = —App(t) auf (0,00).

Die Losung ist gegeben durch
pu(t) = Cel 27 = Ce=M

fiir alle t € R und mit einer Konstanten C' € R.
Schritt 2. Herleiten der partikularen Losung:
Motiviert durch die Losung der homogenen Gleichung machen wir hierfiir den Ansatz

pp(t) = C(t)e™

und setzen diesen in die Differentialgleichung (A1) ein. Damit ergibt sich:

“AC(H)e ™M 4 Ab = —Ap,(t) + \b = p,(t) = C'(t)e ™ — AC(t)e ™M

& Ab=C'(t)e™ ™M

& e = C'(1),

d.h.
C(t) = / Abe A dr = be.
So folgt nun fiir die partikulare Losung:
pp(t) = C(t)e ™ = beMe ™ =1

fiir alle t € R.
Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Losung:
Laut der Variation der Konstant haben die Losungen der Differentialgleichung (A1) die Form

p(t) = pp(t) +pu(t) = b+ Ce™ fiir alle t € R.



Schritt 4. Aufstellen der speziellen Losung:
Damit muss fiir die Losung des Anfangswertproblems (AwP) gelten:

100 =p(0) =b+Ce-X-0=b+Ce’"=b+C < C=100—b.
Also lautet die Losung fiir das Anfangswertproblem (AwP)
p(t) = b+ (100 — b) e~ fiir alle t € R.

O
Bemerkung: Wir konnten hier die Gleichung sogar auf der ganzen reellen Achse R 16sen statt nur auf (0,00), das
macht hier zwar modellierungstechnisch nicht so viel Sinn, ist aber fiir andere Versuche sinnvoll, wenn wir in der Zeit
zuriickgehen wollen. Das sowas nicht immer geht, sehen wir zum Beispiel in Aufgabe 2(2).

Aufgabe 2 (Einige Beispiele fiir verschiedene DGL-Typen)

Charakterisieren und Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen/ Anfangswertprobleme.

(1) o = —y+ 1 auf (0,00).
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(2) ¥+ (- 1)y+ 25— =0, y(1) =1L
(3) o =52+ 2 — a5,

(4) L+2)y = 2%, y(0)=1.

Loésung von Aufgabe 2

(1) Es handelt sich hier um eine inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung. Wir gehen in mehreren Schritten vor.
Schritt 1. Losen der homogenen Gleichung:

yp, = —yn auf (0,00).

Die Losung ist gegeben durch
yn(z) = Cel 142 = Ce=®

fir alle x € R.
Schritt 2. Herleiten der partikularen Losung;:
Motiviert durch die Lésung der homogenen Gleichung machen wir hierfiir den Ansatz

yp(x) = Clx)e™™.

und setzen diesen in die Differentialgleichung (1) ein. Damit erhalten wir

Ol 4+ = —yple) + = yhla) = C'()e ™" — Ola)e™
& % =C'(z)e™ ™
& C'(z) = %

Mithilfe der Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion

0 n
e“pzz%fﬁralle@eR

n=0

folgt fir C'(z):

e® 12" 2 2!
C(a:)—/zdz—/z;n!dz—/nz;) py dz

B 1 “znfldi 1 — 1 —

n=1
oo :L‘n
= log(x) +
g() ;n_n!



fiir alle z € (0,00). Also ist die partikuldre Losung:

n

yp(z) = <log(:z:) + Z n:c n!) e " fiir x € (0,00).

Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Losung:
Die Allgemeine Losung zur Differentialgleichung (1) lautet nahc der Variation der Konstanten:

x +C>e_m
n-n!

fir z € (0, 00) mit einer Konstanten C' € R. O
(2) Es handelt sich hierbei um eine homogene nicht-lineare Differentialgleichung erster Ordnung, genauer einer Bernoulli-
Differentialgleichung mit n = —1.

Schritt 0. Umformen und Subsituieren in eine ”elementar-16sbare” Gleichung:

Bevor wir mit unserem bekannten Schema der Variation der Konstanten arbeiten kénnen, miissen wir diese Art der
Gleichung noch passend umformen und substituieren. Wir multiplizieren die Differentialgleichung (2) mit y=" = y! =y,
so erhalten wir

xn

y(z) = yp(z) + yn(z) = <log(a:) + Z — n!) e "+ Ce " = <log(l‘) + Z

2

1 —x
(2)®yy’=<m—x>y2—aje .

Nun substituieren wir v = y*~" = y?~(=1) =42 d.h. nach Kettenregel (oder Produktregel):

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.
Schritt 1. Losen der homogenen Gleichung zu (2°):

1
v;lZ(xx)vh.

Uh(.lﬁ) _ CefQ(%—z)dz _ Cteog(m)—m2 _ Celog(fcz)e_lﬂ

2
= COze™™

Die Losung ist gegeben durch

fiir alle z € R.
Schritt 2. Herleiten der partikulire Losung zu (2’): Motiviert durch die Losung der homogenen Gleichung zu
(2’) machen wir hier den Ansatz

vp(x) = C(x)x2e_””2

und setzen diesen in die Differentialgleichung (2’) ein. Damit ergibt sich:

2C () (1 - :1:> 220" — 2ze " =2 <glc - x> vp(x) — 2re™® = v, () = C”(x):vze*”c2 + QC(as)xe*I2 - 2C’(:v):v3e*%’2

& e = C”(x):ch*”‘;2
2
C'(z)=-=
& O =-2,
d.h. fir C(z):
2
C(z) = /—;dz = —2log(|z])
fir alle € R\{0}. Also ist die partikuldre Lésung zu (2’) gegeben durch
vp(x) = —210g(\x|)xze_x2 fir z € R\{0}.

Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Lésung zu (2’): Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (2°) lautet
nach der Variation der Konstanten

v(z) = vp(x) +op(x) = —210g(|9c\):1€26_””2 + Ca2e " = (—2log(|z]) + C) 22" fiir 2 € R\{0}.



Schritt 4. Aufstellen der speziellen Lésung zu (2°):
Fir die Losung des Anfangswertproblems (2’) muss gelten:

9

1= o(1) = (=2log(1) + C) 12 -1 = %

d.h. dass C' = e sein muss. Damit ergibt sich fiir die Losung des Anfangswertproblems (2’), da 1 € (0, 00) liegt:
v(z) = (—2log(z) + ):172e_1 fiir z € (0, 00).

Schritt 5. Riicksubstitution zur Gleichung (2):
Es gilt:

x) = E£\/v(z) = :I:\/(7210g(:c) +e)z2e " = £y/e — 210g(x)|x|e*§,

y ist somit wohl-definiert fiir alle z € (0,v/e?] und wegen y(1) = 1 > 0, sowie 1 € (0,+/e°] haben wir als Lésung des
Anfangswertproblems (2):
z2
y(x) = +x/e — 2log(x)e” T fiir z € (0, Veel.

O
(3) Es handelt sich hierbei um eine inhomogene nicht-lineare Differentialgleichung erster Ordnung, genauer um eine
inhomogene Riccatti-Differentialgleichung. Um diese 16sen zu konnen, miissen wir sie erstmal in eine homogene Riccatti-
/ Bernoulli-Differentialgleichung umformen.

Schritt -1. Umformen in homogene Riccatti-Differentialgleichung:
Durch ”Scharfes Hinsehen” sehen wir, dass y(z) = z, € R, die Differentialgleichung (3) 16st, denn

ﬂ/(x):1:$3'$2+£—x5:xgﬂ(x)2+@_x5
x x

fiir alle z € R\{0}. Sei nun y eine Losung der Differentialgleichung (3), setze dann u := y — y. Dann erhalten wir durch
Einsetzen in die Differentialgleichung (3) fir y = v+ -

W)+ 1= @t ) () = 5/ (@) = 2y + DD 08 = 09 (ula) + ) +

= o (o) + )+ T 5 e ety 40t 4 M T

= 23u(x)? + <2x + 5u

& (z) = 2Pu(z)? + <2x + ) uz). (3)

u@) + () _

T

Die Differentialgleichung (5) ist eine homogene Riccatti-Differentialgleichung bzw. homogene Bernoulli-Differentialgleichung
mit n = 2, die wir l6sen kénnen.

Schritt 0. Umformen und Subsituieren in eine ”elementar-l6sbare” Gleichung

Wir formen nun die Differentialgleichung (5) in eine inhomogene lineare Differentialgleichung um. Dazu multiplizieren
wir (2) mit ©~2 und erhalten so:

u(x) = 23u(z)? + <2x4 + glc) u(z)

& Z;gl =z° + <2x4 + i) u(x) L.

. — — — ’ .
Nun setzen wir v :=u' " =u!"2 =41, d.h. v = — .= und so erhalten wir

v (x) = Z/((f)) = - (:c3 + <2174 + i) v(x)) S (29:4 + i) v(@) — 25 (2)

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung.
Schritt 1. Losen der homogenen Gleichung zu (3’):

v (z) = — (2:104 + ;) un(z).

Die Losung dazu lautet:

’Uh(l') _ Ceff(224+%)dz _ Cefgw‘%flog(w) — Ce™ log(az)efgw‘5 — gefga:s
x



fir alle € R\{0} mit einer Konstanten C € R.
Schritt 2. Aufstellen der partikuliren Losung zu (3’): Motiviert durch die Losung der homogenen Gleichung von
(3%) lautet die partikuldre Losung zu (3’):

Diese setzen wir in die Differentialgleichung (3’) ein:

5 ! 2.5 2.5 < 2.5
- <2x4 + 1) %e*%zd -z = <2x4 + 1> vp(2) — 2® = v, (x) = ¢ (x)efg‘” - C(x)efg‘” —2C(z)x3e™ 5"
) x x

o s C@) g

x 2x 2

fiir alle € R\{0}.
Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Lésung: Die allgemeine Losung zur Differentialgleichung (3’) ist

1 C _ 2,5 1 2,5
v(x)—vp(x)+vh(x)———+ge 5 —%( Ce —1)
fir alle € R\{0} mit einer Konstanten C € R.
Schritt 4. Riicksubstitution und Lésung von (3): Sei € R die Nullstelle (falls vorhanden) von der Abbildung

z s 2Ce 3% 1.

(Die Nullstelle hier existiert genau dann, wenn C' > 0, da die Exponentialfunktion stets positiv ist und deren Wertebereich
das Intervall (0, 00) ist.) Die Riicksubstitution zu u lautet dann:

2x

2

U\r) = —— =
@) 20e™ 5% —1

fir alle x € R\{Z}. Damit ist die allgemeine Losung zur Differentialgleichung (3) genau

2 2
Yo =ulo) b=t = (14 o) s
2Ce 3% —1 2Ce 3% —1
_ 1420e 3%
T 20e i o1
fir alle € R\{Z} mit einer Konstanten C' € R. O

(4) Es handelt sich um eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung.
Schritt 1. Losen der homogenen Gleichung:

72

P —
W) = T (e,
Um dies (besser) Losen zu konnen schreiben wir den Term 1”_% um. Es gilt fir alle z € R\{—1}:
x? x(1+z)—x x
= = xTr —
1+z 1+ 1+z
1+z-1 1
=y - — =+ — — 1.
1+ 1+2

Die Losung der homogenen Gleichung zu (4) lautet nach unserer Voriiberlegung:

yh(x) _ Cef f_%dz _ Oef(z—i-l_*%z—l)dz

_ Ce%xz—i-log(l—i-w)—ac _ Celog(l—i—w)e%wz—m _ C(l + x)e(%mfl)w



fiir alle x € R mit einer Konstanten C' € R.
Schritt 2. Herleiten der speziellen Losung zu (4): Es muss wegen der Afangsbedingung y(0) = 1 gelten:

1= y(0) = C(1+0)el2071)0 = e = ¢,
d.h. die spezielle Losung zum Anfangswertproblem (4) lautet:
y(@) = (1 +2)eli7= 1)

fur alle z € R. O

Aufgabe 3 (Zu exakten DGL)

Priifen Sie zuerst, ob die Differentialgleichung exakt ist und geben Sie im Falle der Exaktheit die Losung in expliziter
(falls moglich) bzw. in impliziter Form an.

(1) (cos(y) + 2zy) dx + (I2 —y— a:sin(y)) dy =0, y(0) = V2.
(2) 20y +a% = =20 4 (22 4 y? 4 b )y =0, y(1) = 1.

x2

(3) Qny% +22%y + /z = 0 fiir (z,y) € (0,00) x R.

Losung von Aufgabe 3
(1) Wir setzen erstmal
P(z,y) = cos(y) + 2zy, Q(x,y) = 2*> —y — xsin(y) fiir alle (z,y) € R?

und (zo,y0) = (0, V2) e R2.
Schritt 1. I"Jberpriifen auf Exaktheit: Die beiden Funktionen P und Q sind stetig-differenzierbar auf ganz R? mit

L p(a,y) = —sin(y) + 2,

dy
d . d
@Q(x,y) =2z —sin(y) = @P(w,y)~

Weiter ist der Raum R? offensichtlich einfach zusammenhingend, also ist laut Vorlesung die Differentialgleichung (1)
exakt.
D.h. wir finden eine stetig-differenzierbare Funktion F': R? — R so, dass

VE(z,y) = (gg:g;) fiir alle (z,y) € R2.

Schritt 2. Stammfunktion F' finden: Dazu integrieren wir z.B. die z-Ableitung von F' (also P) bzgl der ersten
Komponente:

d
Fa.g) = [ 5 ode= [ Pz = [ (cos(y) +2:) dz = woosty) + 5% + C)
fiir alle (z,y) € R? mit einer stetig-differenzierbaren Funktion C': R — R. Weiter gilt nun:

x%w—mmw=Mam=%me=—mmw+ﬁ+0@

& C'y)=-y
& Cly) = /—zdz = —%zf +C

fiir alle (z,y) € R? mit einer Konstanten C' € R. O.B.d.A. kénnen wir C' = 0 annehmen. Damit lautet die Stammfunktion
F:

1
F(z,y) = 2%y + xcos(y) — 5y°, (v,y) € R%

Schritt 3. Existenz und Eindeutigkeit der Losung zu (1): Es gilt:

Q(xo,yo):Q<O,\/§) :02—\f—0-sin(\/§) =—V2#£0.



Weiter ist: 1
2
F (x0,y0) :F<0,\[2) =0%2-v240-cos (\@) —5\/5 = 1.

Damit existiert ein (offenes) Intervall I, C R mit 0 = zg € I so, dass die Gleichung
F(z,y) = F(zo,y0) = I (O, \/5) =-1

auf diesem Intervall eine eindeutige stetig-differenzierbare Losung y: I, — R mit y(0) = /2 hat. Diese Losung y ist
damit auch die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (1).
Schritt 4. Nach y auflésen??: Wir miissten dazu die Gleichung

1
x2y + x cos(y) — §y2 =F(z,y) =F (0, \@) =-1
nach y auflésen. Dies ist aber so einfach nicht mdoglich, d.h. wir kénnen erstmal keine explizite Darstellung der Losung
y angeben, aber wir wissen, dass diese Losung existiert und sogar eindeutig ist. O
(2) Wir setzen erstmal
1

x cos(y)?

tan(y
P(z,y) = 2zy + 2° — xg )7 Qz,y) =2 +y° +

fiir alle (z,y) € (0,00) x (=%, %), sowie zg = 1 = yq.
Schritt 1. I.jberprﬁfen auf Exaktheit: Die beiden Funktionen P und @ sind stetig-differenzierbar auf ganz (0, co) x

(—g, g) mit
d 1
—_p -y =
d 1 d
_— = 2 e — 7P .
L@y =2 - — s~ dy (z,y)

Weiter ist der Raum (0, 00) x (—g, g) offensichtlich einfach zusammenhéngend, also ist laut Vorlesung die Differential-
gleichung (2) exakt.
D.h. wir finden eine stetig-differenzierbare Funktion F': (0, 00) X (—g, g) — R so, dass

VEF(z,y) = <gg:zg> fiir alle (x,y) € (0,00) x (—g, g) .

Schritt 2. Stammfunktion F finden: Dazu integrieren wir z.B. die z-Ableitung von F' (also P) bzgl der ersten
Komponente:

F(a,y) = / %F(z,y)dz = /P(Z,y)dz = / <2Zy +2% - taj@) dz = 2%y + %xS + @ +C(y)

fiir alle (z,y) € (0,00) X (=%, %) mit einer stetig-differenzierbaren Funktion C: (—%,%) — R. Weiter gilt nun:

d
2 2 —_— = = — = 2 —_— /
TV s - Q) = g ey =t s £ W)

& C'y) =y
1.
< C(y) :/z2dz: §y3+C

fiir alle (z,y) € (0,00) x (-3,
Stammfunktion F":

g) mit einer Konstanten C € R. O.B.d.A. kénnen wir C = 0 annehmen. Damit lautet die

1 1 tan(y) Tow
.2 g 13 T T
F(z,y) == y+3x +3y + o (m,y)e(o,oo)x< 2,2).

Schritt 3. Existenz und Eindeutigkeit der Losung zu (2): Es gilt:

1 1
=Q(1,1) =12 +12 =2 0
@ (@o,y0) =Q(11) L 1-cos(1)?2 + cos(1)2 =
d.h. insbesondere ist
Q (-'EO) yO) = Q (17 1) 7& 0.
Weiter ist: ) ) can(1 .
F(wo,y0) = F(1,1) =12 14 317 + 217+ anl( ) _ < + tan(1).



Damit existiert ein (offenes) Intervall I, C R mit 1 = z¢ € I, so, dass die Gleichung
5
F(z,y) = F(z0,90) = F (1,1) = 3 + tan(1)

auf diesem Intervall eine eindeutige stetig-differenzierbare Losung y: I, — R mit y(1) = 1 hat. Diese Losung y ist damit
auch die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (2).
Schritt 4. Nach y auflésen??: Wir miissten dazu die Gleichung

L3

1
2 L3t
;vy+3x +3y+

tal;(il/) = F(z,y)=F (07 \/ﬁ) = g + tan(1)

nach y auflésen. Dies ist aber so einfach nicht moglich, d.h. wir konnen erstmal keine explizite Darstellung der Losung
y angeben, aber wir wissen, dass diese Losung existiert und sogar eindeutig ist. O
(3) Wir setzen erstmal

P(z,y) = 2zy®, Q(z,y) = 22y +
fiir alle (z,y) € (0,00) x R.

Schritt 1. Uberpriifen auf Exaktheit: Die beiden Funktionen P und @ sind stetig-differenzierbar auf ganz (0, co) x R
mit

d
7P($,y) = 4‘Tya

dy
d 1 d
de(x,y) Ty + 2%:?7& m (z,y)

Weiter ist der Raum (0, c0) X R offensichtlich einfach zusammenhéngend, also ist laut Vorlesung die Differentialgleichung
(3) nicht exakt.

Hinweise:

e Die erste Ubung ist am Freitag, den 26.10.2018. Danach sind Ubung und Tutorium im Wechsel, d.h. das erste
Tutorium ist am Freitag, den 02.11.2018. Eine genauere Darstellung der Ubungs- und Tutoriumstermine wird sich
noch auf der Homepage finden.

e In der Ubung werden hauptséchlich die Aufgaben vorgerechnet und Tipps, Hinweise, etc. gegeben.

e Im Tutorium sollen die Studierenden die Aufgaben unter Hilfestellung 16sen, dabei orientieren sich die Tutorium-
saufgaben stets stark an den Aufgaben aus der Ubung. Es werden eventuell so nur teilweise Lésungen besprochen,
allerdings wird es Losungsvorschlidge zu allen Aufgaben (Ubung und Tutorium) online auf der Homepage geben.

e Die schriftliche Klausur findet am Dienstag, den 26.02.2019 von 13.00 bis 15.00 Uhr statt.



