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Aufgabe 1 (Zum Separationsansatz)

Losen Sie erst die folgenden Differentialgleichungen allgemein mithilfe eines Separationsansatzes und anschlieend das
dazugehorende Anfangswertproblem.

(1) ¢ =eYsin(x), y(0) =0.
(@) o = L, 2(0) = L.

2z cos(y)

(3) y = T+22)sin(y)’ y(1) = 3.

Loésung von Aufgabe 1

(1) Es handelt sich hierbei um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
Schritt 1. Trennung der Variablen: Setzen wir

f(x) = sin(z) und g(y) = e

fiir alle z,y € R, so konnen wir die Differentialgleichung (1) schreiben als

also ist

1
——dy = /f x)de +C
/ 9(y) (=)
fir eine Konstante C' € R zu 16sen.

Schritt 2. Berechnung der unbestimmten Integrale: Es gilt fiir alle y € R

Es ergibt sich fiir die beiden unbestimmten Integrale:

/—1 dy = /e_ydy: —e Y,
9(y)

/f(ﬂf)dﬂf +C = /sin(az)da: +C = —cos(z) + C

und

fiir alle z,y € R.
Schritt 3. Auflésen nach y: Es muss gelten:

—e (@) — Loy x)dz = —cos(z
/g(y)dy [ @z (2)+C

& e Y@ = cos(z) — C
& —y(z) =log (cos(z) — C)
< y(x) = —log (cos(x) — C).



Demnach lautet die allgemeine Losung fiir die Differentialgleichung (1)

y(x) = — log (cos(z) — C)

fiir eine Konstante C' € R.
Schritt 4. Spezielle Losung aufstellen: Wegen der Anfangsbedingung y(0) = 0 muss nun gelten:

0=y(0) = —log(cos(0) —C) = —log (1 - C)
s l==1-C
< C =0,

d.h. die Losung zum Anfangswertproblem (1) lautet:
y(z) = —log (cos(x))

fir alle z € (—g, g)
(2) Es handelt sich hierbei um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
Schritt 1. Trennung der Variablen: Setzen wir

J(@) = 5 wd gly) = =
- .132 g\y) = y
fir alle z,y € R\{0}, so kénnen wir die Differentialgleichung (2) schreiben als

Y = f(x)g(y),

1
—d :/ z)dx + C
/ O f(x)
fir eine Konstante C' € R zu losen.

Schritt 2. Berechnung der unbestimmten Integrale: Es gilt fiir alle y € R

also ist

1
=¥ _ ye Y.

gly) e

Es ergibt sich fiir die beiden unbestimmten Integrale:
1 _ _ _
/—dy:/ye Ydy = —ye y—i—/e Ydy
9(y)
=-ye V' —eV=—(y+1)e’
laut partieller Integration und
1 1
fle)dz+C= | zdz+C=—=+C
x x

fiir alle z,y € R mit = # 0.
Schritt 3. Auflosen nach x: Es muss gelten:

- i — x)dx :_71
e = [y /f( Mo+ €=~
1 -y
< z(y) = !

(y+1)ev+C
Demnach lautet die allgemeine Losung fiir die Differentialgleichung (2)

1

W= i Devr o

fur eine Konstante C' € R.
1

Schritt 4. Spezielle Losung aufstellen: Wegen der Anfangsbedingung x(0) = 3 muss nun gelten:

1 1
0+1e0+C  14+C




& (O0=2,
d.h. die Losung zum Anfangswertproblem (2) lautet:

1

"W = G e e

fiir alle y € (yo, 00), wobei yo € R so gewahlt ist (eindeutig!), dass

(yo+1)e ¥ +2=0

ist. Aus dieser Gleichung sehen wir, dass yq sicherlich kleiner ist als —1.
(3) Es handelt sich hierbei um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
Schritt 1. Trennung der Variablen: Setzen wir

2x _ cos(y)

f(l') = 1 +.’E2 und g(y) - sm(y)

fiir alle z,y € R mit y # kx fiir k € Z, so konnen wir die Differentialgleichung (3) schreiben als

y' = f(x)g(y),

1
——dy = /f x)dz +C
¥ (@)
fir eine Konstante C' € R zu l6sen.

Schritt 2. Berechnung der unbestimmten Integrale: Es gilt fiir alle y € (—g, g)

also ist

1 sin(y) — tan
o)~ cos(y) W)

Es ergibt sich fiir die beiden unbestimmten Integrale:

1 [ sin(y) — _1og (lcos
/g(y)dy_/ dy = —log (|cos(y)]) ,

und
/f(x)dx+C’:/%dx—l—C:log(!l—i—ng+C:log(1+x2)+0

fiir alle z € R und y € (fg, g)
Schritt 3. Auflésen nach y: Es muss gelten:

—log (|cos(y(2))]) = / ﬁdy = /f(x)dx +C=log(1+2%) +C

1 2 e @

& Jeos(y(@))| = o7+ C = F s

o C

& £cos(y(z)) = 1522

o C
< cos(y(z)) = im
o C
& y(x) = cos™? (:I:1 n xQ) .

Demnach lautet die allgemeine Losung fiir die Differentialgleichung (3)
y(x) = cos™! (£frace 1 + 2?)

fir eine Konstante C' € R.
s

Schritt 4. Spezielle Losung aufstellen: Wegen der Anfangsbedingung y(1) = % muss nun gelten:

-c —c
g =y(l) = cos ™1 <ile+ 12> =cos™! (:I:e2 >



s e =1

< C=log(l) =0,

d.h. die Losung zum Anfangswertproblem (3) lautet:

y(w) = cos™ (1 —:x2>

fiir alle z € R. O
Bemerkung zum Merken bestimmter Sinus/ Cosinsus-Werte: Dies geht anhand der folgenden Tabelle ganz gut:
Grad « a=0° a = 30° o = 45° a=60° | a=090°
Bogenmaf] » z=0 T =F x=7 x =% r =7
e (0= |- | L=1VE] LA [1-1vi
@) [ T= VI W3 [ =43 [ 1= VT [0=4V0

Aufgabe 2 (Zum Eulerschen Multiplikator)

Zeigen Sie, dass die folgenden Differentialgleichungen nicht-exakt sind und finden Sie dann einen passenden Eulerschen
Multiplikator 7. Losen Sie anschlieflend die Differentialgleichung bzw. das Anfangswertproblem. Beachten Sie dabei die
jeweiligen Hinweise.

(1) (3:cy + yz) dx + (;v2 —+ :cy) dy = 0.
Hinweis: Finden Sie einen Multiplikator 7, der nur von x abhéngt.

(2) cos(z)dx + (4ye™¥ +sin(z))dy = 0, y(0) = 7.
Hinweis: Finden Sie einen Multiplikator 7, der nur von y abhéngt.

(3) (zr+y)dz — %dy =0, yle) =1.
Hinweis: Finden Sie einen Multiplikator 7, der nur von dem Produkt z - y abhangt.

Losung von Aufgabe 2

Wir stellen zuerst eine Voriiberlegung an. Dazu seien P und @ zwei stetig-differenzierbare Funktionen (abhéngig von
zwei Variablen z und y). Gegeben sei nun die Differentialgleichung;:

P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.

Fiir unsere Uberlegung nehmen wir an, dass diese nicht-exakt ist.
Nun wollen wir einen Eulerschen Multiplikator 7 finden so, dass

n(x,y)P(x,y)dz +n(z,y)Q(zx,y)dy = 0

exakt ist, in dem wir uns eine gewisse Struktur ¢ vorgeben, genauer:

n=n(p(x,y)).

Die Funktion ¢ kann dabei alles sein, nur z, y oder die Summe x + y, etc., der Multiplikator n hingt in dem Fall dann
nur von z z.B. ab.
Wir setzen:

P(z,y) = n(z,y)P(z,y) und Q(z,y) = n(z,y)Q(z,y).

Da nun die Differentialgleichung _ _
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

exakt ist, muss gelten:

dy dzx
Wir erhalten fiir die Ableitungen:
d ~ d
—_ P _ P
T P) = 5 (e 9) Plo.)
d d

=1 (¢(z,y)) dfyw(x, y) - P(z,y) +1(p(z,y)) @P(I,y),



und

Q) = = I (ele9) Q)]
=1 (p(o.)) el 9) - Q) + 1 (ol 9)) - Q).
Damit durch Umstellung;:
P = 3-0l)
) d d
& o (o) | (o) Pla) = oelenn) - Q)] = n(o(e) | 4QG) - 5 Pwo)

< 0 eley) = sy ela,y) - Pla,y) — ghele,y) - Qx,y)

Woiinschenswert ware, dass es eine Funktion h gibt mit

h(p(z,y)) = = 5 ’
(p(z,y)) d%(p(%y) “P(z,y) — Lo(z,y) - Qz,y)
d.h. der Term

% (xay) - dd—yP(x’y)
Sele,y) - Pl,y) — pe,y) - Qz,y)

hangt nur von ¢ ab also z.B. nur von = oder x + y, denn dann haben wir

0 (e(x,y) = h(p(x,y)n(p(z,y)) .

Zum Losen nach 7 also (z = ¢(z,y))
' (2) = h(2)n(2)

mit Losung dieser homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung
n(z) = Cel M7,
0.B.d.A. wéhlen wir C' = 1, da wir nur an einem 7 # 0 interessiert sind. Damit haben wir

0 (p(a,y)) = el " AT,

(1) Wir setzen erstmal
P(x,y) = 3zy +y* und Q(x,y) = 2 + xy

fiir alle (z,y) € R>.
Schritt 1. Uberpriifen auf Exaktheit: Weiter gilt fiir die Ableitungen:

d
d—yP(J:7 y) = 3x + 2y,

Q) =204y

fiir alle (z,y) € R2. Damit ist die Integrabilititsbedingung erfiillt genau dann, wenn

d d

& rx=—y
gilt, aber die Menge
M:={(z,y) eR*:z=—y} CR?
ist kein Gebiet (da sie nicht offen ist). Also gilt fiir alle Gebiete () # Q C R?:

d d

Zp =

5 @) 7 @)

fiir alle (z,y) € Q\M, d.h. die Differentialgleichung (1) ist nicht exakt.

Schritt 2. Eulerscher Multiplikator aufstellen: Laut dem Hinweis kénnen wir ein ) = n(z) finden, d.h. ¢(z,y) = .
Damit ist

%s@(wyy) =1 und diyw(fﬂvy) =0.



Also gilt:

=Q(x,y) — £ P(z,y)  (2e+y) - (Bz+2)
So(r,y) - Play) — ol@y) - Q,y) 0By +y?) +1- (22 + 2y)
_ —(z+y)
—z(z +y)

1
= L= hi) = h(pla,v))
fir alle € R\{0} und y € R. Daraus folgt nun fir n:
n(z) _ ef h(r)dr _ ef Ldr _ e10g(|z|) _ |Z|

fiir alle z € R. Damit gilt nun:
n=mn(p,y) = ez, y)| = |z # 0
fir alle € R\{0} und y € R.
Die folgende Differentialgleichung ist nun exakt auf der linken und der rechten Halbebene

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (1)

mit

P(z,y) = p(x)P(x,y)
= |z| (3zy + y°)
= 3z|zly + |=|y°,

Qz,y) = n(@)Q(z,y)
= |z| (x2 + gcy)

= |z|2? + zlzly = 2| + z|zly

fiir alle (x,y) € R%
Also finden wir eine stetig-differenzierbare Funktion F': R? — R so, dass

VE(z,y) = <g§i’z;> fiir alle (z,y) € R?

ist.
Schritt 3. Finden einer Stammfunktion F: Dazu integrieren wir z.B. die z-Ableitung von F (also P) bzgl. der
ersten Komponente:

Foow) = [ Pz = [ (32lely+ |2?) az

3 sign(r)

= sign(z)z’y + szyz + C(y)

Tr|\T
= oy + 2242 4 o)

fiir alle (z,y) € R? und einer stetig-differenzierbaren Funktion C: R — R. Weiter gilt nun:

_ d ~
|z]a? + zlzly = Q(z,y) = G F @)

= [z’ + z|zly + C'(y)
& C'(y) =0

fiir alle (x,y) € R?, d.h. C ist konstant. O.B.d.A. withlen wir C' = 0. Damit lautet die Stammfunktion F:

~ |
F(z,y) = |z]’y + —'2 ‘yQ

fiir alle (x,y) € R%
Schritt 4. Existenz und Eindeutigkeit der Losung zu (1°): Nun finden wir fiir alle Paare (z9,%0) € (R\{0}) xR

mit Q (z0,yo) # 0 ein offenes Intervall I, € R\{0}mit zo € I, so, dass wir eine eindeutige stetig-differenzierbare Funktion
y: I, — R finden mit
ePy(@) + Dy (w)? = Fa.y(@) = F (wo.10) fir alle 2 € I,.



Damit 16st y auf I, die Differentialgleichung (1’) und wegen 7 # 0 auch die Differentialgleichung (1).
Schritt 5. Auflosbarkeit nach y: Wir kénnen iiber die Mitternachtsformel/ p-g-Formel die Gleichung

ePy(a) + 2y (a)? = F (a0, o)

nach y(z) auflosen, dadurch ergibt sich

e £ /Il — 202 (20, 30)

y()

als Losung fiir alle z € R\{0} mit
|z[® — 22|2|F (20, y0) > 0.

(2) Wir setzen erstmal
P(z,y) = cos(z) und Q(z,y) = 4e™ ¥ + sin(x)

fiir alle (x,y) € R? und weiter zg = 0, yo = 5.

Schritt 1. Uberpriifen auf Exaktheit: Weiter gilt fiir die Ableitungen:

d
7P pr—
o (z,y) =0,

~-Qw,y) = cos(a)

fiir alle (z,y) € R2. Damit ist die Integrabilititsbedingung erfiillt genau dann, wenn

0= diymx,y) = Q) = cos(a)

2k +1
x:%wﬁirkez

gilt, aber die Menge

(2k+1)

M::{(Jc,y)eR2:x: WmitkEZ}gRZ

ist kein Gebiet (da sie nicht offen ist). Also gilt fiir alle Gebiete () # Q C R:

d d
@P(xay) 7& @Q(Qj?y)

fir alle (z,y) € Q\M, d.h. die Differentialgleichung (2) ist nicht exakt.
Schritt 2. Eulerscher Multiplikator aufstellen: Laut dem Hinweis kénnen wir ein n = n(y) finden, d.h. ¢(z,y) = y.
Damit ist

d d
—¢(x,y) =0 und @¢(w,y) =1L

dz
Also gilt:
=Q(z,y) - Q%P(xay) B cos(z) — 0
Sol@y) - P(r,y) — &o(e,y) - Q(z,y)  1-cos(z)+0- (dye™¥ +sin(x))
_ cos(x)
cos(z)
=1="h(y) = h(elz,y))
fiir alle z,y € R. Daraus folgt nun fiir n:
n(z) = ol h(mdr _ [1dr _ 2

fiir alle z € R. Damit gilt nun:
n=mn(pr,y)) =e" #0

fir alle z,y € R.
Die folgende Differentialgleichung ist nun exakt auf ganz R?

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (2



mit

P(z,y) = plz) P(z,y)
= e cos(x)

Qz,y) = pl(2)Q(x,y)
=e¥ (4ye™¥ +sin(z))
= 4y + €Y sin(x)

fiir alle (z,y) € R2.
Also finden wir eine stetig-differenzierbare Funktion F': R? — R so, dass

VE(z,y) = <g§i’g§> fiir alle (z,y) € R?

ist.
Schritt 3. Finden einer Stammfunktion F: Dazu integrieren wir z.B. die z-Ableitung von F (also ﬁ) bzgl. der
ersten Komponente:

F(z,y) = /13(2711)(12 = /ey cos(z)dz
— e sin(z) + C(y)
fiir alle (z,y) € R? und einer stetig-differenzierbaren Funktion C': R — R. Weiter gilt nun:

Ay + e sin(z) = Q(v,9) = G- F(@,y)
=e’sin(z) + C'(y) & C'(y) =4y

fiir alle (z,y) € R?, d.h. fiir die Funktion C' folgt nun:

Cy) = /4zdz =22+ C
fiir alle y € R und einer Konstanten C € R. O.B.d.A. wihle wir C = 0, d.h.
Cly) =2y
fiir alle y € R. Damit lautet die Stammfunktion F:
F(z,y) = e¥sin(z) 4 2y°

fiir alle (x,y) € R%
Schritt 4. Existenz und Eindeutigkeit der Lésung zu (2’): Wegen

Q (z0,50) = Q (07 g)

:4-g+e%sin(0)=2n7éo

finden wir ein Intervall I, € R mit 0 = x¢ € I, so, dass es eine eindeutige stetig-differenzierbare Funktion y: I, — R
gibt mit
() o 2 o = =~ U T . 2 2 ..
e’ Wsin(z) + 2y(z)” = F(z,y(x)) = F (xo,y0) = F (0, 5) = e2 sin(0) + 2Z =5 fir alle z € I.

Damit 16st y auf I, die Differentialgleichung (2’) und wegen 7 # 0 auch die Differentialgleichung (2).
Schritt 5. Auflésbarkeit nach y: Wir kénnen die obere Gleichung

2

V@ sin(z) + 2y(x)? = 5

nicht explizit nach y(z) auflésen, sondern nur implizit 16sen. O

(3) Wir setzen erstmal
2

P(z,y) =z +yund Q(z,y) = —%



fiir alle (z,y) € R* und weiter zo = e, yo = 1.
Schritt 1. Uberpriifen auf Exaktheit: Weiter gilt fiir die Ableitungen:

d

—P =1

Qy (z,y) =1,

d 2x
@Q(l',y) - _;

fiir alle (z,y) € R? mit y # 0. Damit ist die Integrabilititsbedingung erfiillt genau dann, wenn

d d 2x
1 = —P = — = ——
m (z,y) = - Qz,y) "

Y

& r=-=

TS

gilt, aber die Menge

M = {(m,y) €ER*: z= —%} CR?

ist kein Gebiet (da sie nicht offen ist). Also gilt fiir alle Gebiete () # Q C R2:

d d

“Zp =

m (z,y) # -Q(z,y)

fir alle (z,y) € Q\M, d.h. die Differentialgleichung (3) ist nicht exakt.

Schritt 2. Eulerscher Multiplikator aufstellen: Laut dem Hinweis kénnen wir ein 7 = n(zy) finden, d.h. p(z,y) =
xy. Damit ist

iso(fay) =y und diyso(x,y) = .

dx
Also gilt:
£Q(,y) — £ P(z,y) B |
dye(@y) - Pey) = G0@ 1) Q@y) o (@ +y)—y- (-2)
2z _q
_ Y
z? + zy + 22
=2z +y)
zy (27 +y)
1

=== h(zy) = h(¢(z,y))

fir alle z,y € R\{0}. Daraus folgt nun fiir »:

_ oSBT _ f~tdr _ —log(lz) _ L

n(2) E

fir alle z € R\{0}. Damit gilt nun:
1

=_— #£0
lzy|

n=n(p(x,y))

fir alle z,y € R\{0}.
Die folgende Differentialgleichung ist nun exakt auf jedem Quadranten

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 (3)

mit
P(x,y) = p(x)P(x,y)
x+y
zy

w(2)Q(x,y)

Q(,y)



fiir alle (z,y) € (R\{0})*.
Also finden wir eine stetig-differenzierbare Funktionen F': R?\{(0,0)} — R so, dass

Vﬁ(x,y) = (gg’i;) fiir alle (z,y) € R?\{(0,0)}

ist.
Schritt 3. Finden einer Stammfunktion F: Dazu integrieren wir z.B. die x-Ableitung von F (also ]5) bzgl. der

ersten Komponente:
o) 1 1
F(z,y) :/P(Z7y)d2’=/wdz:/(+) dz
2 Yy z

_ g +log (|z]) + C(y)

fiir alle (z,y) € (R\{0})? und einer stetig-differenzierbaren Funktion C': R — R. Weiter gilt nun:

X

~ d ~

x
=gt C'(y) = C'(y) =0

fiir alle (z,y) € R?, d.h. fiir die Funktion C ist konstant. O.B.d.A. wihlen wir C' = 0. Damit lautet die Stammfunktion
F:

Fa,y) = g +log (|])

fiir alle (z,y) € (R\{0})>.
Schritt 4. Existenz und Eindeutigkeit der Losung zu (3’): Wegen

Q (z0,50) = Q (e, 1)
e
= —1—2 = —e # 0
finden wir ein Intervall I, C R mit e = 2 € I, so, dass es eine eindeutige stetig-differenzierbare Funktion y: I, — R\{0}
gibt mit

€T ~ ~ ~

@) +log (|z]) = F(z,y(z)) = F (zo,y0) = F (e,1) = i log (le]) =e+1 fur alle x € I,.

1
Damit 16st y auf I, die Differentialgleichung (3’) und wegen 1 # 0 auch die Differentialgleichung (3).
Schritt 5. Auflésbarkeit nach y: Wir kénnen die obere Gleichung
x

y(z)

durch Umstellung explizit nach y(z) auflosen, dies ergibt dann

+log(Jz]) =e+1

X

S 1 R _ e+l e+1
et 1 _Tog ([2]) ir alle z € R\{—e°"",0,e°""},

y(x)

und y(0) = 0. O

Aufgabe 3 (Zum Reduktionsverfahren von d’Alembert)

Zeigen Sie, dass die jeweilige Funktion y; stets eine Losung der zugehorigen Differentialgleichung ist. Bestimmen Sie
erst die allgemeine Losung der Differentialgleichung und danach die spezielle zum dazugehorigen Anfangswertproblem.
Machen Sie dafiir den Ansatz yo(x) := y1 (z)v(x).

(1) 22%y" + 32y’ —y =0, y(4) =1 =y'(4).
Hinweis: Die Funktion y1(z) = 1, z € R\{0}, ist eine Losung von (1).

(2) ¥ =2y +y =0, y(0) =1, y(0) =2.
Hinweis: Die Funktion y; () = ze®, € R, ist eine Losung von (2).

10



Losung von Aufgabe 3

(1) Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.
Schritt 1. y; ist Lésung der Differentialgleichung (1): Es gilt fiir alle © € R\{0}:

1
/
yi(z) = T2
2
11
yi(z) = 23
Dann gilt fiir alle z € R\{0}:
2 3z 1
20y} () + By} () -y (2) = 207 - = — =5 — —
4 3 1
= - — — — — = 0,
r T =
d.h. y; ist eine Losung der Differentialgleichung (1).
Schritt 2. Ansatz y;(z) = y1(z)v(z) einsetzen und auflésen: Es gilt:
() = Sol)
y2(2z) = —v(z),
{(a) = —50(a) + o()
x) =——=v(zr) + —v(z
Ya 72 T )
2 1 1 1
11 / !/ 1
Y2 (z) = ﬁv(fﬁ) - v () = =o' (z) + o (z)
2 2
= 2 o) - @)+ )

Damit ist ys fiir gewissen v auch eine Losung der Differentialgleichung (1), daher gilt:
0 = 2225 (z) + 3zyy(x) — y2(2)

P [;v(x) _ miz/(x) + iv“(;c)] 432 {;v(x) + %v(x) + %v(x)

— () E - % - ﬂ + 0 () -4+ 3] + 220" ()
= 2xv" (z) —v'(x)
s V'(z) = %v’(m)
Setze nun u := v’, dann ist ' = v” und wir erhalten die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung
W) = o' (a) = 5ol (@) = -ula). (1)
2z 2z

Schritt 3. Losung der homogenen Differentialgleichung (1°): Die Losung lautet:
u(z) = Cel 229 = Cez'o8l#)) = /||

fiir alle z € R.
Schritt 4. Berechnung von v bzw. ys: Es gilt:

v(z) = /v’(z)dz:/u(z)dz:/C\/\z|dz
2
= gC Sign($)|x|%

fiir alle x € R. Nun haben wir

1 2 . 3 2 12

ya(z) = y1(z)v(z) = = - ZCsign(x)|z|2 = 2CJz|? = ZC/]a]

z 3 3 3

fiir alle z € R. O.B.d.A. wéhlen wir C' = % und erhalten so als Losung:

yo(x) = /|| fiir alle x € R.

Aufstellen der allgemeinen Lésung y zur Differentialgleichung (1): Fiir die allgemeine Losung der Differential-
gleichung (1) erhalten wir also

y(z) = Cry1(z) + Coya(x) = % +Co/lz]
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fir alle € R\{0} mit Konstanten Cy,C5 € R.
Aufstellen der speziellen Losung y zum Anfangswertproblem (1): Es gilt fiir die Ableitung von y:

Cl CQ Sign(x)
! xr) = ——— + _—
y'(z) = NI

fir alle € R\{0}. Wegen den Anfangswertbedingungen y(4) = y’(4) = 1 muss nun gelten:

C C
L=y() = -+ VA= +20,

& 4 =C1+8Cy
Cl CQ Sign(4) Cl CQ
— o/ — —_ J—
1=9'(4) = 42—1- Wi 16+4

& 16 = —C1 +40s.

Dadurch ergibt sich durch Addieren der beiden Gleichungen:

20 5
20=0C1 +12Cy =120y & Coy = — = —.
123
Und damit muss fiir die Konstante C; gelten:
40
4201+802:Cl+§
12 — 40 28

Also ergibt sich als Losung fiir unser Anfangswertproblem (1):

() =3+ 3Vl
A

fir alle € R\{0}.
(2) Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Schritt 1. y; ist Losung der Differentialgleichung (2): Es gilt fiir alle x € R:

yi(z) = e® + ze” = (14 x)e”,
yl(z) = e +e* + xe” = (2 + x)e”.

Dann gilt fiir alle z € R:
(24 z)e” —2(1 + z)e” + ze” =0,

d.h. y; ist eine Losung der Differentialgleichung (2).
Schritt 2. Ansatz ys(z) = y1(z)v(z) einsetzen und auflésen: Es gilt:

(1+x)
yy () = (2 4+ x)e”v(z) + (1 + 2)e™ (z) + (1 + z)e™ v (z) + ze™v" (x)
( YePv(z) + 2(1 + z)e™ (z) + xe™v" ().

Damit ist yo fiir gewissen v auch eine Losung der Differentialgleichung (2), daher gilt:

0= (x) — 20h(x) + 1ale)
= [(2 + z)e"v(z) + 2(1 + z)e"v'(z) + ze"v" (z)] — 2[(1 + z)e"v(z) + ze™V' (z)] + we®v(x)
=v(z)[(2+2)e” —2(1 + 2)e” + ze”] + V() [2(1 + x)e” — 2ze”] + ze™v" ()
= xze"v"(x) + 2™ (x)
=" [zv"(z) + 20/ (z)]
2

s (x) = —;v’(m)

Setze nun u := v’, dann ist ' = v” und wir erhalten die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung



Schritt 3. Lésung der homogenen Differentialgleichung (2’): Die Losung lautet:

u(x) — Cef—%dz _ Ce—Qlog(|x|) _ %

fiir alle € R\{0}.
Schritt 4. Berechnung von v bzw. y,: Es gilt:

fiir alle # € R\{0}. Nun haben wir

fiir alle z € R. O.B.d.A. wihlen wir C' = —1 und erhalten so als Losung:
ya2(x) = €” fir alle z € R.

Aufstellen der allgemeinen Lésung y zur Differentialgleichung (2): Fiir die allgemeine Lésung der Differential-
gleichung (2) erhalten wir also

y(x) = Cry1(z) + Caya(z) = Crae” 4+ Coe” = (Cra + C3) €

fir alle x € R mit Konstanten Cy,Cy € R.
Aufstellen der speziellen Losung y zum Anfangswertproblem (2): Es gilt fiir die Ableitung von y:

y'(z) = Cr1e” + Crae® + Cye”
=e” (Cl + CQ) + Chxe”

fiir alle x € R. Wegen den Anfangswertbedingungen y(0) = 1 und 3’(0) = 2 muss nun gelten:
1=y(0) 01'0'60+CQGO=CQ
2=4(0)=e"(C1 +C)+C1-0-¢°

=C1+Cy=0C1+1
< Cp=1.

Also ergibt sich als Losung fiir unser Anfangswertproblem (2):
y(z) =ze® +e* = (14 x)e”

fir alle x € R. 0
Bemerkung: Wir werden auch relativ bald sehen wie wir solche Differentialgleichungen wie in (2) von Hand selber lsen
kénnen, siehe Differentialgleichungen nter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
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