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Aufgabe 1 (Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten)

Lésen Sie die folgenden Differentialgleichungen bzw. Anfangswertprobleme.

(1) ¥ + 2y + 2y = cos(y) mit y(0) = 1, y'(0) =

SUEN

(2) ¥y’ 4y = tan(z) mit y(0) = y'(0) = 1.

(3) y/// _ y// + y/ —y=2"".

Losung von Aufgabe 1

Voriiberlegung: Gegeben sei eine lineare Differentialgleichung nter Ordnung mit n € N>, mit konstanten Koeffizienten
n
Z anij(nij) — any(”) + anily(nfl) + ...+ aly/ —+ apgy = 5(1’)
j=0

mit Koeflizienten ag,...,a, € R, a, # 0 und Storfunktion s. Wir mochten nun diese Differentialgleichung allgemein
16sen.

Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen finden: Das charakteristische Polynom
p: C — C erhalten wir durch Einsetzen von z + ¢** in den Term

n
Z an_ iy = a,y™ + an_1y™ Y £+ ary + aoy
j=0
fiir y und Ausklammern von e*®, d.h.

p(A) = Zanﬂ)\nﬁ = 4\ F A A" ah + ap)
j=0

fiir A € C. Dieses Polynom p hat nun nach dem Fundamentalsatz der Algebra genau n Nullstellen A\q, ..., A,.
Schritt 2. Losen der homogenen Differentialgleichung: Wir erhalten n linear unabhéngige Losungen yp.1,. .., Ynn
der homogenen Differentialgleichung passend zu jedem A;, j = 1,...,n, je nachdem ob es sich um eine einfache oder eine

mehrfache Nullstelle von p handelt.
Also ist die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung gegeben durch:

Yp = Zijh’j = Clyh,l + ...+ Cnyh,n~

J=1

Schritt 3. Aufstellen der partikuldren Lésung Nun machen wir eine Variation der Konstanten (dhnlich wie bei
linearen Differentialgleichungen erster Ordnung):

n

Yp(a) = Z Cj(@)yn,j(x) = Cr(2)yn1(z) + ... + Cn(@)ynn ()

j=1
und setzen diese in die obere Differentialgleichung ein. Dazu bilden wir erstmal die Ableitung

Yp(@) = (Cr(@)yh1 (2) + -+ Cr(@)yh (7)) + (C1(@)Y () + - + O (@)Y (@)



Wiirden wir nun nochmals ableiten, dann bekommen wir allerdings auch héhere Ableitungen von Cj, j =1 7, um

dies zu verhindern wahlen wir diese so, dass die hintere Klammer verschwindet, d.h.

Ci(w)yh,l(ﬂf) oot C;L(x)yh,n(x) =0

ey

und
Yp(®) = Cr(@)yh 1 () + ... + Cr(@)yh ().
So erhalten wir fiir die zweite Ableitung

Yp () = (Cr(@)yh 1 (@) + ..+ Cu(@)yi o (@) + (CL@)Yh 1 (@) + - + O (@)Y (2)) -

Mit derselben Argumentation machen wir nun auch den Ansatz

Ci(2)yha (@) + .-+ Cp(@)yh n(x) =0
und erhalten so
Yp () = CL(@)yy 1 (2) + ... + Cr(@)yp (@)
Fithren wir dies immer weiter kommen wir auf die n — 1 Gleichungen

Cr @)yl (@) + ...+ Ch(x)yst) = 0

fiir alle k =0,...,n — 2 und erhalten so fiir die ersten n — 1 Ableitungen von y,

Yy (@) = Cr(@)yy ) (@) + ...+ Cula)yy") (x)

fiir alle kK =1,...,n — 1. Durch erneutes Differenzieren der n — 1ten Ableitungen folgt:

y0 (@) = (CL@y @) + -+ Cu@y @) + (Cl@l V@) + .+ Ch@in V(@)

Durch Einsetzen in die DIfferentialgleichung bekommen wir nun

s(2) = an [(Cr(@)yfl} @) + ..+ Cula >yh,1< ) + (CH@w @+ + g @)
+ an [Cr @y ”( )t Caleh V@) 4
+ a1 [C1(@)yh 1 (2) + ...+ Cul@)yh o ()]
+ a0 [C1(@)yn1 (@) + .. + Cul@)ynn(@)]
= Oy V(@) + +c’< Dy (@)
+C [anyh 1)(X) +a,_ 1y(" 1)(:5) + .. 4 ay, (2 +a0yh’1(a:)} +...

(n—

+ Co [t () + an 1wl V(@) + -+ 0100 (@) + a0y ()]
= Cl@y V@) + o+ O P (),

die die Funktionen yp 1,...,Yn,, Losungen der homogenen Differentialgleichung sind. Also haben wir somit ein Gle-
ichungssystem mit n unbekannten und n Gleichungen:

Cl(@)yna(x) + ...+ Cr(2)ynn =0
Ci(@)yp (@) + ...+ Ch(2)yh, =0

CL @)y (@) + .+ @)y P =0
Ci(@)y V(@) + ..+ Cola)ys V(@) = s(x).

Losen wir dieses System, erhalten wir erst C1, ..., C/, und durch integrieren (mit Integrationskonstante null) bekommen
wir die C1,...,C), und damit dann auch die partikuldre Losung y,,.

Schritt 3. Allgemeine Losung der Differentialgleichung: Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ergibt
sich durch

Y=Yp+Yn

(1) Es handelt sich hierbei um eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten.



Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen bestimmen: Fiir das Charakteristische
Polynom gilt:
pA) =X +220+2=A+1+i)(A+1+1),

da z.B. nach der Mitternachsformel gilt:

—2+44-8 242
2 2

Es handelt sich jeweils um einfache Nullstellen. Schritt 2. Allgemeine Losung der homogenen Differentialgle-

ichung zu (1): Da es sich um einfache Nullstellen handelt haben wir als Losung der homogenen Differentialgleichung
zu (1):

Al =

yp(x) = Cre™Tsin(z) + Cre™" cos(z)

fiir alle x € R mit Konstanten C7,Cs € R.
Schritt 3. Aufstellen der partikulidren Losung: Motiviert durch die Losung der homogenen Differentialgleichung
zu (1) machen wir den Ansatz

yp(x) = C1(z)e™ " sin(z) + Ca(x)e™* cos(z)
mit Funktionen Cy(-), Cs(+). Unsere Voriiberlegung liefert das Gleichungssystem
Ci(z)e “sin(x) + Ch(x)e™ " cos(z) = 0
C1(x)e™ " (cos(z) — sin(z)) — e~ TCh(x) (cos(x) + sin(x)) = cos(x).

Aus der ersten Gleichung erhalten wir so direkt

cos(x)

Ci(z) = - C5(x).

sin(z)
FEinsetzen in die zweite Gleichung liefert

cos(x) = Cy(x)e™" (cos(z) — sin(x)) — e~ *Ch(x) (cos(x) + sin(x))

= e ?C(x) { Coj(g (cos(z) — sin()) — cos(z) — sin(z)
cos?(z
= —e "Ch(z) [ sm((x)) + sin(z)
et sin(z) + cos?(z)  Ch(x)
B Cal@) sin(z) - —e®sin(x)

& Ch(x) = —e” sin(z) cos(x)
damit folgt

cos(x) 0 (x) = e” cos?(z).

Ci(r) = -

Um nun Cj und C5 zu berechnen, betrachten wir erstmal die unbestimmten Integrale

/ez cos(z)dz und /a:exd:c

an. Es gilt laut zweimaliger bzw. einmaliger partieller Integration

, 1 " 1
/e“ cos(x)dx = 3 /e"L cos(x)dx + E/eI cos(z)dx

sin(x)

1 1

=5 (emsin( )— [ e”sin(x dx) +§/e cos(x)dx
1 . 1 1

=3 (e” sin(x) + €” cos(x 5 /e T cos(z)dx + = 5 e’ cos(x)dx
1

=3 (e” sin(x) + €” cos(x)) ,

/xe’”dx = ze” — /ewdx
= ze® —e".

Dann erhalten wir fiir Cy(-) durch zweimalige partielle Integration

4 1
Ci(x) = /ex cos?(z)dz = R /e”“' cos?(x)dz + 5 /ew cos(z)dz



1
—ze” + —e” sin(x) cos(x)

471
512 2

1 1 1 1

[Qez (x + sin(x) cos(z)) — 3 /xezdx — i/e’ sin(z) cos(x)dx] — 1 /e“” cos?(z)dz =
1. 1,
e’ 3 sin(z) cos(z) + 1 + 5 cos (2)|.
Auf dhnliche Weise konnen wir Ca(+) auch berechnen, oder wir integrieren partiell in
yp(x) = |sin(z) /e‘” cos?(z)dz — cos(x) /ex sin(z) cos(x)dx} e "

[ : x 2 1 T 3 1 T 2 —x
= |sin(x) [ € cos®(x)dx + ¢ cos (z) — icos(a:) e’ cos”(z)dx| e

1 T 3 : COS(.’L‘) x 2 —x
= |5¢" cos (x) + | sin(z) — — e” cos®(z)dx| e

e cos?(a) + éew (sin(x) _ COS(”J)) [1 sin(x) cos(x) + 1 + lcos2(g;)” ot

B 2 2 2
s 2, 2 1 1
= 5 cos (x) + 7 sin (x) cos(z) + R sin(x) — £ cos(z) — 1 €0 (x)
2 4 2 ., 2 . 1
=  cos (x) + 7 sin (x) cos(z) + R sin(x) — ¥ cos(z)
= %cos(x) (sin®(z) + cos®(z)) + %sin(m) - écos(m)
1

2
=% cos(x) + 3 sin(z).

Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Losung zu (1): Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1) lautet
1 2
y(z) = yp(z) + yn(z) = 5 cos(z) + E sin(x) + Cre™“sin(z) + Coe ™7 cos(z)

fiir alle x € R mit Konstanten C,Cs € R.
Schritt 4. Spezielle Losung aufstellen zu (1): Wir haben fiir die Ableitung

y'(z) = % cos(x) — %sin(m) + C cos(x) — Cysin(x) — Cre “sin(x) — Cre™ " cos(x)
fiir alle 2 € R. Dann erhalten wir aus den beiden Anfangswertbedingungen y(0) = 1 und y/(0) = Z:
F=y0) = +C
& (O =0,
1=y
= % +C4
& O = g =1.
Damit lautet die Losung zum Anfangswertproblem (1):
y(z) = % cos(z) + %sin(x) + e 7 sin(x)
fiir alle z € R. O

(2) Es handelt sich hierbei um eine inhomogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten.
Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen bestimmen: Fiir das Charakteristische
Polynom gilt:

pA) =X +1=A—1)(A+1).

Es handelt sich jeweils um einfache Nullstellen. Schritt 2. Allgemeine Losung der homogenen Differentialgle-
ichung zu (2): Da es sich um einfache Nullstellen handelt haben wir als Losung der homogenen Differentialgleichung
zu (2):
yn(x) = Cy sin(z) + Cy cos(x)

fiir alle x € R mit Konstanten Cy,Cy € R.
Schritt 3. Aufstellen der partikularen Losung: Motiviert durch die Losung der homogenen Differentialgleichung
zu (2) machen wir den Ansatz

yp(x) = C1(z) sin(z) + Ca2(z) cos(z)



mit Funktionen C(-), Ca(+). Unsere Voriiberlegung liefert das Gleichungssystem

C}(z)sin(z) + Cy(z) cos(x) = 0
C1(z) cos(x) — C(x) sin(x) = tan(z).

Aus der ersten Gleichung erhalten wir so direkt

cos(x)

Ci(z) = - C5(x).

sin(z)

FEinsetzen in die zweite Gleichung liefert

:;I;Ez)) = tan(z) = C}(z) cos(z) — C5() sin(z)

! _COSQ<x) — sin(x

G sin(x) (@)
_ )@ eo?(@) _ Cy(a)
2 sin(z) — sin(z)

- G =5
damit folgt
Cila) = - S5 o) =sin(o).

Fiir Cy(+) gilt:
Cy(x) = /sin(m)dx = —cos(z)

fiir alle z € R. Es gilt laut Partialbruchzerlegung:

o) = /Sin2(:c)dx _ /71 — cosQ(x)dx

cos(x) cos(z)

_ / (cos(m) _ Cosl(x)) dx

= sin(x) f/wdx

cos?(x)

= sin(z) —/L(m)dx

1 — sin®(z)
o (1 cos(z) cos(x) .
= sin(z) / 2 (1 — sin(x) + 1+ sin(x)) d
= sin(x) — % (—log (|1 = sin(z)]) +log (|1 + sin(z)|))

= sin(z) — 3 log G*zzg)

fiir alle z € R mit 2 # 255 7 fiir k € Z. Damit lautet die partikulire Lésung zu (2):
yp(x) = —sin(z) cos(z) + sin(z) cos(z) — cos(z) log (fracl + sin(x)1 — sin(x))
= —cos(z) log (fracl + sin(z)1 — sin(x))

fiir alle z € R mit = # 2’“2—+17r fir k € Z. Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Lésung zu (2): Die allgemeine

Losung der Differentialgleichung (2) lautet

1+ sin(z)

T sin(x)) + Cy sin(x) + Cy cos(x)

y(x) = yp(z) + yn(z) = —cos(z) log (

fiir alle x € R mit x # %ﬂ fir k € Z und mit Konstanten Cq,Cy € R.
Schritt 4. Spezielle Lésung aufstellen zu (2): Wir haben fiir die Ableitung

1+ sin(a:)) _ cos(x) 1 —sin(z) cos(z) (1 — sin(x)) + cos(x) (1 + sin(z))
1 — sin(z) 1 + sin(x) (1 — sin(z))?

y'(z) = C4 cos(z) — Cy sin(x) + sin(z) log (



fiir alle v € R mit = # 257 fiir k € Z. Dann erhalten wir aus den beiden Anfangswertbedingungen y(0) = y'(0) = 1:

1 =y(0) = —cos(0) log(1) + Cy = Cy,
1=1y'(0)
=Cy -2
& O =3

Damit lautet die Losung zum Anfangswertproblem (2):

1+ sin(z)

y(x) = — cos(z) log (1—sm(x)> + 3sin(z) + cos(x)

fiir alle x € (fg,g). O
(3) Es handelt sich hierbei um eine inhomogene lineare Differentialgleichung dritter Ordnung mit konstanten Koeffizien-
ten.
Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen bestimmen: Fiir das Charakteristische
Polynom gilt:

pPA) =X =N +A-1=A-1)(N+1)=A-1)A-1)A+1)

durch z.B. Polynomdivision. Es handelt sich jeweils um drei einfache Nullstellen. Schritt 2. Allgemeine Losung
der homogenen Differentialgleichung zu (3): Da es sich um einfache Nullstellen handelt haben wir als Losung der
homogenen Differentialgleichung zu (3):

yn(x) = C1e® + Cysin(x) + Cs cos(x)

fir alle x € R mit Konstanten Cy,Cy,C3 € R.
Schritt 3. Aufstellen der partikularen Loésung: Motiviert durch die Losung der homogenen Differentialgleichung
zu (3) machen wir den Ansatz

yp(x) = C1(z)e” + Ca(z) sin(x) + Cs(z) cos(z)
mit Funktionen Cy (), Ca(+), C3(-). Unsere Voriiberlegung liefert das Gleichungssystem
Ci(z)e” + Cy(x) sin(z) + Cy(x) cos(x) = 0
Ci(z)e” + Cy(x) cos(x) — Cy(x) sin(x) = 0
Ci(z)e” = Cy(x) sin(z) — Cy(x) cos(x) = 2~

Addieren wir nun die erst und die dritte Gleichung miteinander, erhalten wir
201 (2)e®02e™% & Cf(r) =e 2*

fir alle x € R. Also erhalten wir schonmal
—2x 1 —2x
Ci(z)= [ e dxz—ie

fir alle # € R. Nun durch Einsetzen von Cf(-) und Ummstellen der Gleichungen erhalten wir einmal:

0=e""+ Ch(x)cos(z) — Ci(x) sin(z)
e™* + Ch(z) cos(x) '

& Cy(r) = sin(x)

Einsetzen ergibt laut dem trigonometrischen Pythagoras:

0=e""+ Ch(x)sin(z) + C(x) cos(z)
e~ cos(x) + Ch(x) cos?(z)

=e " + Cy(z)sin(z) +

sin(x)
o7 sin?(z) + cos?(x) ~ _, cos(x)
N + Cale) sin(x) sin(x)
R (a:) _cos(z)
sm(x) sin(x)
& 0= CY(x) +sin(x)e™™ + cos(z)e™*
& Cy(z) = —sin(x)e™™ — cos(z)e™® = — (sin(x) + cos(z)) e *



fir alle € R. So erhalten wir letztendlich fiir C4(-)laut dem trigonometrischen Pythagoras

Clx) = e™¥ 4 gfl((z)) cos(x)
et (sin(z) + cos(z)) cos(z)e™*
sin(z)
= —cos(z)e™” I_Si(;f)(i)(x) @
= —cos(z)e™ ™ SSIIIL((;) -

= sin(z)e™" — cos(z)e™"

= (sin(x) — cos(z))e™"

fiir alle z € R. Es gilt fiir die unbestimmten Integrale nach zweimaliger bzw. einmaliger partieller Integration:

1 1
/sin(m)eﬂ”dx = §/sin(x)efxdx—|— i/sin(x)efxdx

- % (— cos(z)e ™ — /COS(x)e—wdm) + % /Sin(x)e_””dx
_ % <cos(x)efl’ — sin(z)e™" — / sin(x)erdx> N % / sin(z)e—"dade
= 3 (sin(a) + cos(a)) e,

/ cos(x)e~*dr = sin(z)e " + / sin(z)e—*dz

= sin(z)e™" — 3 (sin(z) 4 cos(z)) e

=3 (sin(z) — cos(z))e™™

fir alle x € R. Also gilt fiir Ca(+) bzw. Cs(-):

Cy(z) = — / (sin(z)e™" + cos(z)e™ ") da

- 7% (— (sin(z) + cos(x)) + sin(x) — cos(z)) e

= cos(xz)e™ 7,

Cs(z) = / (sin(z)e™® — cos(z)e™ ") da
= % (— (sin(z) + cos(z)) — (sin(x) — cos(x))) e~
= —sin(z)e™™

fiir alle z € R. So erhalten wir fiir die partikuldre Losung zur Differentialgleichung (3):
yp(x) = C1(x)e” + Co(z) sin(x) + Cs(z) cos(z)

= ——e ¥ +sin(x) cos(x)e™™ — sin(z) cos(z)e

= 7*6733

fir alle x € R.
Schritt 3. Aufstellen der allgemeinen Lésung zu (3): Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (1) lautet

1
y() = yp(z) + yn(z) = *5671 + C1e” 4+ Cysin(z) + C5 cos(x)

fir alle x € R mit Konstanten Cy,Cy, C3 € R. O

Aufgabe 2 (Eulersche Differentialgleichung)

Lésen Sie die folgenden Eulerschen Differentialgleichungen auf (0, 0o).



(1) 2%y + a2y —y = 0.
(2) 2%y" — 3zy’ + 4y = log(z).

Losung von Aufgabe 2

(1) Es handelt sich um eine homogene lineare Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten, genauer eine homogene
Eulersche Differentialgleichung.

Schritt 0. Substitution zur Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten: Wir substituieren z = e! und
v(t) =y (e'), so gilt fir die Ableitungen:

'Ul(t) — ety/( t)
Uu(t) — ety/ ( ) 4 e215y// ( ) (t) 4 thy// ( )

fiir alle ¢ € R. So erhalten wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung (1):

(e‘) () +ety () —y ()
=e*y" (') +e'y (e') — v(t)
=u"(t) —v(®). (1)
Nun haben wir eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten erhalten.
Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen bestimmen: Fiir das Charakteristische

Polynom gilt:
pN) =2 —1=A-1)(A+1).

Es handelt sich jeweils um zwei einfache Nullstellen. Schritt 2. Allgemeine Losung der homogenen Differential-
gleichung zu (1’): Da es sich um einfache Nullstellen handelt haben wir als Losung der homogenen Differentialgleichung
zu (1°):

'Uh(t) = Clet + Cgeit
fiir alle t € R mit Konstanten C1,Cs € R.
Schritt 3. Riicksubstitution: Uber ¢ = log(x) erhalten wir

y(@) = v (log(x)) = C1e*5@ 4 Cre108@ = ¢y + 22
xr

fiir alle 2 € (0,00) mit Konstanten Cy,C5 € R. O
(2) Es handelt sich um eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten, genauer eine inhomogene
Eulersche Differentialgleichung.

Schritt 0. Substitution zur Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten: Wir substituieren z = e! und
v(t) = y ('), so gilt fiir die Ableitungen:

Ul(t) — ety/( t)
U"(t) _ ety/( ) Jre2ty//( ) ( )+62ty”( )

fiir alle ¢ € R. So erhalten wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung (2):

o ) = (€)' () -3 () 0 )
ey (') — 3e'y’ (e') + 4v(t)
=" (t) —v'(t) — 30/ (t) + 4v(t)
V() — 40 (8) + do(t). (2

Nun haben wir eine inhomogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten erhalten.
Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen bestimmen: Fiir das Charakteristische
Polynom gilt:
PN =X —dr+4=(\—2)°.

Es handelt sich um eine doppelte Nullstelle. Schritt 2. Allgemeine L6sung der homogenen Differentialgleichung
zu (2°): Da es sich umeine doppelte Nullstelle handelt haben wir als Losung der homogenen Differentialgleichung zu
(27):

Vp ( ) Clth + Cgtezt (Cl + CQt)
fir alle t € R mit Konstanten Cy,Cs € R.
Schritt 3. Aufstellen der partikuldren Losung: Motiviert durch die homogene Losung der Differentialgleichung zu

(2’) machen wir den Ansatz
v,(t) = Cy(t)e* + Co(t)te®



Aus der Voriiberlegung von Aufgabe 1 auf diesem Ubungsblatt bekommen wir das folgende Gleichungssystem:

Ch(t)e* + Oy(t)te* =0
201 (t)e*! + Ch(t)(1 + 2t)e*" =t.
Die erste Gleichung umgeformt liefert
Ci(t) = —tC5(t);
dies eingesetzt in die zweite Gleichung ergibt
t =207 (t)e* + ChH(t)(1 + 2t)e*
= Cy(t) (=2t + 14 2t)e*
= cy(1)
& Ch(t) =te ™,
d.h.
Cy(t) = —tCh(t) = —t?e 2

fiir alle t € R. Also erhalten jeweils durch einmalige partielle Integration:

Co(t) = / te™2tdt

1 1
= —Ete*% + i/e*%dt

B

2

I PR B
= <2t+4)e ,
Cy(t) = / —t2e 2 dt

1
= itzefzt — /te*%dt

1 1 1
§t2672t + itefzt + 1672)5

1, 1. 1
Y W PR
<2 3 +4>e

fiir alle ¢t € R. So folgt fiir die partikulére Losung:

I SCRNE DR B Ty Lo TN o, o
vp(t)—<2t+2t—|—4>e e 2t—|—4 e “'te

ey Ll Ly L
2 2" 4 2 4
1 1

= —t —
4+4

fiir alle t € R.
Schritt 4. Aufstellen der allgemeinen Losung zu (2’): Fir die allgemeine Losung zu (2) gilt nun:

o(t) = vp(t) + va(t) = () (Ot Ot

fir alle ¢ € R mit Konstanten C1,Cs € R.
Schritt 5. Riicksubstitution: Uber ¢ = log(z) erhalten wir

y() (log(x) 4+ 1) + (C1 + Colog(x)) e? log(z)

| =

= — (log(x) + 1) + (Cy + Cylog(x)) *

~—

= v (log(z)) =
1
4

fiir alle « € (0, 00) mit Konstanten Cy,C5 € R.



Aufgabe 3 (Potenzreihenansatz)

Machen Sie bei den folgenden Differentialgleichungen bzw. Anfangswertproblemen den Potenzreihenansatz y(x)

o0
> cpa™ mit Koeffizienten (c;,)
n=0

nen, © R, dabei ist A € R stets konstant.
0

(1) (Legendre Differentialgleichung) (1 - x2) y' —2xy' + XA+ 1)y =0.
(2) (Hermitesche Differentialgleichung) v — 2zy’ + Ay = 0.

(3) xy’ —y = x%e® mit 3/ (0) = 1.

Losung von Aufgabe 3

(1) Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten,

(o]
genauer ist es die sogenannte Legendre Differentialgleichung. Wir machen hier den Potenzreihenansatz y(z) = > c,a™

mit Koeffizienten (c, ),y € R, so haben wir fiir die Ableitungen:
=2 e
Z n(n — 1)epx n=2

Schritt 1. Mindest-Konvergenzbereich bestimmen: Die Differentialgleichung (1) ist dquivalent zu

7 2z, + )‘()‘ + 1)

— =0.
y 1— 22 1— 22

Wir konnen die Koeffizienten jeweils in eine Potenzreihe per geometrische Reihe entwickeln:

-2z 9 x
1—22 “(—-2)(1+a)
B 1 1
[1—3:1—1—37]
B 1 1
T 1—(—x) l1-=z
I
n=0 n=0

|
NgE

—~

I
—_
~—
3

I
—_
~—

8
3

n=0
::(” n+1
n=0
AA+1) & n
1— 22 :Z(xQ)
n=0

::E I2n
n=0

fir z € R mit |z| < 1, d.h. unser Potenzreihenansatz funktioniert sicherlich fiir € R mit |z| < 1.
Schritt 2. Ansatz einsetzen: Es gilt dann:

=(1-2%)y"(2) - 22/ (2 )+A(A+1) (z)

o0 o0 o0 o0
= (1—3:2) Zn(n Yepz™ —Qxchnx” Ly /\()\+1)ch$” Z (n—1)x - Z nin — 1z
n=2 n=2 n=2
:i(n+2 n+ 1)z innfl Z2ncnz +Z)\/\+lcn
n=0 n=0
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i n+2)(n+1epra — (n(n+1) = AA+ 1)) ep] 2™

fir alle z € R mit |z] < 1.
Schritt 3. Koeffizientenvergleich: Per Koeffizientenvergleich (linke und rechte Seite) muss fiir alle n € Ny gelten:

n+2)(n+1)cppe — (n(n+1) = A(A+1))c, =0

nn+1)—A(A+1)
n+2)(n+1) ~’

< Cn42 =

d.h. ¢g legt alle Koeffizienten mit geradem Index fest, sowie ¢; alle Koeffizienten mit ungeradem Index festlegt. Also
erhalten wir so als Losung
oo
Y
n=0

fiir alle z € R mit |z| < 1 mit
nn+1)—A(A+1)

(n+2)(n+1)
fiir alle n € Ny. O
(2) Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizien-
ten, genauer ist es die sogenannte Hermitesche Differentialgleichung. Wir machen hier den Potenzreihenansatz y(x) =
(o)

Cnt2 =

cpx™ mit Koeffizienten (c, C R, so haben wir fiir die Ableitungen:
5 neN
e

o

y'(z) = Z nepx™ 1t

n=1
oo

y'(x) = Z n(n — e,z 2,

n=2

Schritt 1. Mindest-Konvergenzbereich bestimmen: Die beiden Koeffizienten x — —2x und = + A sind schon als
Potenzreihen mit unendlichem Konvergenzradius dargestellt, d.h. unsere Losung wird auch Konvergenzradius R = oo
besitzen.

Schritt 2. Ansatz einsetzen: Es gilt dann:

y' () — 2zy (x) + Ay(2)

n(n — ez 721’2716” n- 1+)\chx

0

M

3
[|
N

M

(n+2)(n+ 1)cpqoz™ — 2 Z ne,x” + A Z cnx”
n=0 n=0

3
Il
<

M

[(n+2)(n+ 1)enta — 2ne, + Acy] 2™

3
Il
=

M

[(m+2)(n+ Depga — (20— X) ep] 2™

n=0

fiir alle z € R.
Schritt 3. Koeffizientenvergleich: Per Koeffizientenvergleich (linke und rechte Seite) muss fiir alle n € Ny gelten:

(n+2)(n+1)cpy2— 2n—A)e, =0
2n— A

& =
Cnt2 (n+2)(n+1) “n

d.h. ¢y legt alle Koeffizienten mit geradem Index fest, sowie ¢; alle Koeffizienten mit ungeradem Index festlegt. Also

erhalten wir so als Losung
o0

y(z) = Z cnx”

n=0

fir alle x € R mit
2n — A

Cpnt+2 = (n+2)(n+ 1)Cn

11



fiir alle n € Np. O
(3) Es handelt sich hierbei um eine inhomogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung mit variablen Koeffizien-

o0
ten. Wir machen hier den Potenzreihenansatz y(x) = > ¢,2™ mit Koeffizienten (cj,) C R, so haben wir fiir die

n=0

neN

Ableitungen:

oo

y'(z) = Z ne, ™t
n=1
oo

y'(z) = Z n(n —1)c,z™ 2,

n=2
Schritt 1. Mindest-Konvergenzbereich bestimmen: Die Differentialgleichung (2) ist dquivalent zu
1

Yy — —y = xe”.
T

Wir kénnen die Koeffizienten jeweils in eine Potenzreihe per geometrische Reihe entwickeln:

[e%S)
T § z"
re’ =x -
n!

n=0

oo
xn—i—l

(]

n!
n

n=0
> X
B ; (n—1)!

fiir alle z € R. Allerdings ist die Funktion = — % nicht in eine Potenzreihe um die Null entwickelbar, daher konnen wir
vorerst nichts {iber den Konvergenzradius/-bereich aussagen. Schritt 2. Ansatz einsetzen: Es gilt dann:

oo n oo n+2 oo n
T T X .

2 e DS = = =y (0) —y(@)

n=2 n=0 n=0

o oo
=z Z nepr™ "t — Z cpr”
n=1 n=0
o0 o0
= Z ne,x’ — Z cpx”
n=0 n=0
oo
= Z (n—1)cpz™
n=0

= —co + Z (n — 1) Cn(En.
n=2

Schritt 3. Koeffizientenvergleich: Per Koeffizientenvergleich (linke und rechte Seite) muss fiir alle n € N>o gelten:

1
(n—2)!
1 o
n—1)-m-2)! (n-1"

sowie —cop = 0, d.h. ¢y = 0, sowie ¢; € R frei wahlbar. Also erhalten wir so als allgemeine Losung

((n—1)en =

= Cp =

[eS) [eS) "
TEES SUEIERER) peatam
n=0 n=2 (n - 1)

fiir alle z € R (Diese Potenzreihe konvergiert offensichtlich fiir jedes z € R).
Schritt 4. Spezielle Losung aufstellen: Wegen der Anfangswertbedingung y'(0) = 1 muss gelten:

o0 On
1:y/(0)201+2m201a
n=2 ’

damit bekommen wir die spezielle Lésung des Anfangswertproblems (3):

xn

n=2 (

12



fir alle z € R. O

Aufgabe 4 (Potenzreihenansatz bei singuldren Punkten)

In dieser Aufgabe geht es herauszufinden, wieso es wichtig sein kann, dass der Koeffizient vor dem héchsten Ableitungs-
grad nicht verschwinden sollte fiir den Potenzreihenansatz. Wir betrachten das Anfangswertproblem

2y —ay' +y =0,
() qu(1) =1
y'(1) =0.

Gehen Sie folgendermaflen vor:

(a) Machen Sie einen Potenzreihenansatz y; (z) = Z cnx™ mit Koeffizienten (c;,) C R fiir die Differentialgleichung

neN

(*). Sehen Sie ein, dass y; nicht die allgememe Losung sein kann, da die Anfangswerte nicht passen kénnen.
(b) Fassen Sie die Differentialgleichung (x) als Eulersche Differentialgleichung auf und 16sen Sie diese.
(c) Stellen Sie die allgemeine und spezielle Losung der Differentialgleichung bzw. des Anfangswertproblems (x) auf.

(d) Warum funktioniert hier nicht der Potenzreihenansatz (Vermutung)? Im Vergleich zu Aufgabe 3 (1) und (3)?

Losung von Aufgabe 4

Es handelt sich hierbei um eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit variablen Koeffizienten.

[ee]
a) Wir machen hier den Potenzreihenansatz y(z) = cpx™ mit Koeffizienten (c, C R, so haben wir fir die
neN
n=0
Ableitungen:
o0
y'(z) = Z ne,x™
n=1
o0
y'(x) = Z n(n —1)c,z™ 2
n=2

Schritt 1. Mindest-Konvergenzbereich bestimmen: Die Differentialgleichung (x) ist dquivalent zu
1 1
y//_ 7y/+ *23/:0.
x x

Allerdings sind die Funktionen x — % und x — m—lg nicht in eine Potenzreihe um die Null entwickelbar, daher kénnen wir
vorerst nichts iiber den Konvergenzradius/-bereich aussagen. Schritt 2. Ansatz einsetzen: Es gilt dann:

0 =2y (z) — xy/(x) + y(x)

oo

:x2§ n(n — 1)e,z™™ —xE ne,x’™ 1—&-5 Cn
n=2

—Z (n—1)c a" chnx”—&—ch
—Z (n—1)epa” chnx +ch

13



nn—1)—n+1]cpx

M

3
I
o

[n(n —2) + 1) cpz™

M

I
o

n
Schritt 3. Koeffizientenvergleich: Per Koeffizientenvergleich (linke und rechte Seite) muss fiir alle n € Ny gelten:
n(n—1)—n+1lc, =0
& ¢, =0flrn#1und ¢ € R.

Also erhalten wir so als allgemeine Losung

oo
= E 2" = c1x
n=0

fiir alle # € R (Diese Potenzreihe konvergiert offensichtlich fiir jedes = € R).
Schritt 4. Spezielle Lésung aufstellen: Wegen der Anfangswertbedingung y/(1) = 0 muss gelten:

0=y(1) =c,

aber 0 = ¢; = y(1) = 1 wire dann ein Widerspruch. Also kann dieser Ansatz nicht alleine zu einer Losung fithren.
(b+c) Es handelt sich um eine homogene lineare Differentialgleichung mit variablen Koeflizienten, genauer eine homogene
Eulersche Differentialgleichung.

Schritt 0. Substitution zur Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten: Wir substituieren 2 = e’ und
v(t) =y (e'), so gilt fiir die Ableitungen:

U/(t) :ety/( t)
U/I(t):ety/( )+62ty//( ) ()+62ty//( )

fiir alle ¢ € R. So erhalten wir durch Einsetzen in die Differentialgleichung (x):

(et)zy”( ) v () +y(e)
= ey (o) - ( )+ o)
_ 0200 0. ()

Nun haben wir eine homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten erhalten.
Schritt 1. Charakteristisches Polynom aufstellen und Nullstellen bestimmen: Fiir das Charakteristische
Polynom gilt:

pA) =22 =20 +1=(—-1).

Es handelt sich jeweils um eine doppelte Nullstelle. Schritt 2. Allgemeine L6sung der homogenen Differentialgle-
ichung zu (*’): Da es sich um eine doppelte Nullstelle handelt haben wir als Losung der homogenen Differentialgleichung

zu (x):
( ) C’le + C2te (Cl + Cgt)

fir alle ¢ € R mit Konstanten C1,Cs € R.
Schritt 3. Riicksubstitution: Uber ¢ = log(z) erhalten wir

y(z) = v (log(z)) = Crelos®) 4 o, log(x)e log(*) — Oy + Cy log(z)x

fiir alle « € (0, 00) mit Konstanten Cy,C3 € R.
Schritt 4. Spezielle Lésung aufstellen: Wegen der Anfangswertbedingung y(1) = 1 folgt:

1=y(1) =C1 + Cylog(1) = C4,

d.h.
y(z) = z + Coxlog(x)

fiir alle x € (0,00). Es gilt fiir die Ableitung;:
y'(z) =1+ Colog(z) + Cy
fiir alle z € (0,00). Wegen der zweiten Anfangswertbedinung y'(1) = 0 ergibt sich nun

O:y'(l)=1+Cglog(1)+02:1+02 & Cy=—
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und damit als spezielle Losung des Anfangswertproblems (x):
y(x) = x — xzlog(x) fir alle z € (0, 00).

(d) Das Problem ist wie oben beschrieben, dass wir die Koeffizienten nicht in Potenzreihen um den Entwicklungspunkt
xo = 0 entwicklen konnen. Ein anderes Beispiel ist z.B.

2y +y =

[ee]

hier wiirde ein naiver Potenzreihenansatz y(x) = > ¢,2™ zu einer Potenzreihe fiihren, die nur in 2 = 0 konvergiert, was
n=0

unbrauchbar ware. O
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