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Aufgabe 1 (Approximation Differentialgleichungen zweiter Ordnung)

Seien a > 0 fest, M := [0, a]×R, f : M → R eine Funktion und x0, x1 ∈ R. Weiter seine f stetig auf M und gleichmäßig
Lipschitz-stetig bzgl der zweiten Komponente. Wir setzen die Funktionenfolge (xn)n∈N0

auf [0, a] durch

x0(t) ≡ x0, xn+1 := x0 + tx1 +

∫ t

0

(t− τ) f (τ, xn(τ)) dτ

für alle n ∈ N0. Zeigen Sie nun, dass die Funktionenfolge (xn)n∈N0
gleichmäßig auf [0, a] konvergiert. Zeigen Sie weiter,

dass die Grenzfunktion x(t) := lim
n→∞

xn(t) zweimal differenzierbar ist mit

x′′(t) = f(t, x(t)) auf [0, a]

und Anfangsbedingungen x(0) = x0 und x′(0) = x1.

Aufgabe 2 (Anwendung vom Satz von Picard-Lindelöf)

Gegeben sei die Funktion

F : R3 → R, (x, y, y′) 7→ x2 − 2xy′ +
3

2
y′2 − y

und ein Punkt (x0, y0, y
′
0) ∈ R3 mit

F (x0, y0, y
′
0) = 0 und y′0 6=

2

3
x0.

Zeigen Sie, dass ddas so gegebene implizite Anfangswertproblem
F (x, y, y′) = 0

y (x0) = y0

y′ (x0) = y′0

lokal eindeutig lösbar ist.

Aufgabe 3 (Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes)

Gegeben Sei der Operator T : C0[0, 1]→ C0[0, 1] durch

(Tf)(x) := 1 + x

∫ x

0

tf(t)dt, x ∈ [0, 1], f ∈ C0[0, 1].

Zeigen Sie, dass der Operator T genau einen Fixpunkt f∗ ∈ C0[0, 1] hat. Welches Anfangswertproblem löst dann dieser
Fixpunkt f∗?

Aufgabe 4 (Typische Picard-Lindelöf-Aufgabe)

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem {
y′ = x2 + y2

y(0) = 0

eine eindeutige Lösung y auf dem Intervall
(
− 1√

2
, 1√

2

)
hat und dieses auch gleich das größte Lösungsintervall ist, welches

wir mithilfe des Satzes von Picard-Lindelöf erhalten. Berechnen Sie anschließend die erste Schritte der Picard-Iteration
x0, x1, x2 und x3.

1


