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4. Ubungsblatt - Losungsvorschlage

Wiederholung:
Seien ) AU C R x R", f: U — R"™ gegeben.
Definitionen (Lokal/ Global Lipschitz-Stetig in der zweiten Komponente): Wir nennen die Funktion f

e global Lipschitz-stetig in der zweiten Komponente auf U genau dann, wenn eine (Lipschitz-)Konstante L > 0
existiert mit
1S (@,91) = f (@, 92)[| < Ly — 2| fir alle (z,41), (z,2) € U.
e lokal Lipschitz-stetig in der zweiten Komponente auf U genau dann, wenn es zu jedem Punkt (x.,y.) € U eine
offene Umgebung U C U mit (T4,ys) € U gibt so, dass es eine Lipschitz-Konstante L <(7) =: L > 0 gibt mit

I\f (z,31) — f(z,y2)|| < L|lyr —y2 firalle (z,91),(z,y2) € U.

Satz von Picard-Lindel6f (Lokale Version): Sei f stetig und lokal Lipschitz-stetig in der zweiten Komponente, dann
existiert fiir alle (2o, yo) € U eine lokal eindeutige Losung y: (z¢ — &,20 + €) — R™ zu dem Anfangswertproblem

y = f(x,y)
y (z0) = Yo
Fir das maximale Intervall muss

b

sup [f(z,y)|
(z,y)€Z

€ =min ¢ a,

gelten, wobei a,b > 0 sind flir den abgeschlossenen Zylinder
Z = [xg—a,zo+ a] x By (yo) C U.
Wir bezeichnen mit
B.(z)={z€R": |lx—z||<r} CR"

den offenen Ball mit Radius » > 0 um den Punkt x € R".
Satz von Picard-Lindel6f (Globale Version): Sei f: [a,b] X R™ — R™ stetig und global Lipschitz-stetig in der zweiten
Komponente. Dann existiert fiir alle yo € R™ eine eindeutige Losung y: [a,b] — R"™ zum Anfangswertproblem

y/ = f (‘Tvy)
y(a) = yo.

Picard-Iteration: Setze yo(x) = yo und fiir n € Ny:

Ynt1(x) = yo + /z f(myyn(7)) dr.

Banachscher Fixpunktsatz: Seien (X, dx) ein vollstindiger metrischer Raum, M C X abgeschlossen mit M # 0,
sowie ¢: M — M eine kontraktive Selbstabbildung d.h. (M) C M und ¢ ist eine Kontraktion auf M (Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L € [0,1)). Dann existiert genau ein € M so, dass Z ein Fixpunkt von ¢ auf der Menge M
ist, d.h.

¢ () = 7 (Fixpunkt)
ist.
Fixpunkt-Iteration: Sei zg € M beliebig und setze fiir n € Ny:

Tpi1 =@ (Tn).



Dann konvergiert diese Folge (x,), oy in X gegen den Fixpunkt 2:

ne

7= i e = Jim w = Jim o (@) = 0 (@).

Aufgabe 1 (Approximation Differentialgleichungen zweiter Ordnung)

Seien a > 0 fest, M :=[0,a] xR, f: M — R eine Funktion und z¢, z; € R. Weiter seine f stetig auf M und gleichméaBig

Lipschitz-stetig bzgl der zweiten Komponente. Wir setzen die Funktionenfolge (7,),,cy, auf [0, a] durch

t
20(t) = a0, airi= 3o+t + [ (=) f (ran()dr

fiir alle n € No. Zeigen Sie nun, dass die Funktionenfolge (z,),,cy, gleichméBig auf [0, a] konvergiert. Zeigen Sie weiter,
dass die Grenzfunktion z(¢) := lim x,(t) zweimal differenzierbar ist mit
n—oo

2" (t) = f(t,z(t)) auf [0, a]
und Anfangsbedingungen z(0) = zp und 2’(0) = ;.
Losung von Aufgabe 1

Es gilt fiir alle 7 € [0,a] und n € Ny:
(1,2,(7)) € [0,a] x R,

d.h. die rekurssive Vorschrift ist wohl-definiert. Es gilt fiir alle ¢ € [0, a] laut Dreiecks-Ungleichung;:

21 (£) — zo(t)] = |0 + tay + / (t = 7)f (r,20(r)) dr — 2o

§t|$1|+/0 (t— )| f (7. 20)] dr

t
St|x1|+/ (t—)dr sup |f (5,a0)
0 s€0,a]

=t]xy(t)] + <t2 — ;ﬁ) K

1
=t|z1 ()] + - °K

2
mit
K := sup |f(s,x0)| € [0,00).
s€[0,a]
Allgemein gilt:
t2n+1 t2n+2

|Zpy1(t) —zn(t)| = L™ <x1(t) )!K) fir alle n € Ny, t € [0, a].

2nt 1) @nt2

Dies zeigen wir per vollstandige Induktion.
Induktionsanfang n = 0: Wir haben so schon oben gezeigt fiir alle ¢ € [0, a:
t0+1 t0+2
+ K
O+1)!  (0+2)!

016) = 20(0)] < thor(0)] + 5K = 2° (I (0)

Induktionsannahme: Sei n € Ny fest, aber beliebig und fiir dieses n gelte:
t2’n.+1 t2n+2
_|_
2n+1)!  (2n+2)!

|Tnt1(t) —zn(t)| = L" <|x1(t)| K) fir alle ¢ € [0, a].

Induktionsschritt n — n + 1: Es gilt fiir alle ¢ € [0, a] laut Dreiecks-Ungleichung, Lipschitz-Stetigkeit von f(¢,-) und
der Induktionsannahme:

nt i)+ [ 677 G ar = (s i)+ [ 607 ) ar) |

Tni1)11(t) = Tnpa (B)] =

< / (t =) 1f (rrnss (7)) — f (7 0n(7)) A7



gL/O (t = 7) |[2ny1(T) — 2p(7)dT

t F2n41 2042
<LL" t— K)d
= /0 (t=7) <|I1(2n+1)!+(2n+2)! ) g
t 2n-+1 2n+2 2n+2 2n+3
tT tT T T
K — - K |d
/0 ('xl et T e T e ) T
t2n+3 t2n+4 t2n+3 t2n+4

—|— K — ‘.]31| — K
2n+2)2n+1)!  (2n+3)(2n+2)! 2n+3)2n+1)! (2n+4)(2n+ 2)!

t2’n+3 t2n+4
=" <|z1(t)| + )'K>

2n+3)!  (2n+4

" £2(n+1)+1 £2(n41)+2
—In ¢ n K
<|z1( ) Cn+ D)+ T 2nr+1) +2) )

Damit ist die Abschétzung bewiesen. Wir erhalten per Teleskopsumme und Dreiecks-Ungleichung damit fiir alle ¢ € [0, a]:

n+li—1
[Zn41(t) — 2n(t)| = Z (Tj+1(t) — 2;(1))

n+i—1

Dz () — it
j=n

n+l—1 _ 12i+1 $23+2
L7 |z - + — K
,Z ( i 2j+ 1) (25 +2)! )

j=n

IN

IN

q2i+1 a2+2 )
+ -
N (25 +2)!

A
(]
2
g
&
™o
_|_
—

—0

fiir n,! — oo laut dem Cauchy-Kriterium fiir Reihen, d.h. aber, dass die Folge (x,),,cy gleichméBig auf [0, a] konvergiert.
Da die Folge (2,),,cy gleichméfBig konvergiert, konvergiert sie insbesondere punktweise, d.h. wir setzen zu t € [0, a]:

z(t) := lim z,(t).

n—oo

Dadurch erhalten wir die Fixpunktgleichung

x(t) = nh_}rrgo xn(t) = nh_{r;o Zpy1(t)
t

=x9 +tr + 1i_>m (t—7)f(ryxn(7))dr
n o0 O

n—0o0

t
:x0+tfc1+/ (t—7) lim f(7,z,(7))dr
0

=x9 +tr1 + /0 (t—7)f (r,2(1))dr.

Da die rechte Seite stetig-differenzierbar ist, ist automatisch z € C[0, a] mit Ableitung
¢
' (t) =21 +/ f(r,z(r))dr fir t € [0,qa].
0

Erneut ist die rechte Seite stetig-differenzierbar, also auch z” und damit z € C?[0, a] mit zweiter Ableitung:
2 (t) = f(t,z(t)) fir t € [0,a].

Weiter gilt:
z(0) =z und 2'(0) = ;.

Aufgabe 2 (Anwendung vom Satz von Picard-Lindel6f)

Gegeben sei die Funktion

3
F: RS%R& (xay7y/) ,_>x272xy/+§y/2*y



und ein Punkt (xg,y0,y)) € R® mit
2
F (z0,v0,y,) = 0 und y; # 3%0-

Zeigen Sie, dass ddas so gegebene implizite Anfangswertproblem

F(x,y,y)=0
y (zo) = Yo
Yy’ (r0) = ¥

lokal eindeutig losbar ist.

Loésung von Aufgabe 2

Es gilt:
/ 2 ! 3/2
0=F(x,y,y)=a"—2xy +3y Y
20 £ /422 —6 (22 —y) 2 1 2 V6 x2 2 2 x?
oy = — a4 by —222 = S+ Yy — = [ S =
Y 3 R e e T VR T el Vi Vi

0.B.d.A. wihlen wir y{ > %xo, d.h. wir beschéftigen uns mit dem Fall

ERESEN A

Laut der lokalen Version des Satzes von Picard-Lindeldf hat das Anfangswertproblem

" {y’(z) =30+ 3w - 5

Y (z0) = Yo
eine eindeutige Losung y: I — R auf der Menge
2
D= {(x,y) eRZ:y > 3} C R?,

wobei I C R ein Intervall ist mit zg € I. Wahle I als das maximale Intervall.
Behauptung: Die Funktion y 16st das implizite Anfangswertproblem

F ('T) y7 y/) = 07
Yy (170) = Yo,
Y (z0) = yp

auf der Menge

2
D= {(x,y,z) ER3: F(z,y,2) =0, 2 # 3% er} CR3

eindeutig und maximal. _ B
Annahme: Sei 3: I — R eine weitere Lésung mit y = y auf I und I maximal. Dann setzen wir

~ 2
a:= inf{xEI: 7 (t) > 3 fir alle t € (m,xo)},

- 2
b := sup {x elr:y(t) > 3 fiir alle ¢ € (mo,m)} ,
J = (a,b).

Da die Funktion g’ stetig ist auf T folgt J # 0 und Yl 16st das Anfangswertproblem (x).

Es ist zu zeigen, dass J = I ist. Wiire b < sup’Iv7 dann wiirden wir aus

2
lim ¢'(z) = lim ¥ (x) > gb

r—b— r—b—

einen Widerspruch zur Definition von b bzw. dem Supremum erhalten. Also ist b = sup I. Wire a > inf I, , dann wiirden
wir aus

2
lim §/(x) = lim §'(z) > =b

r—at r—at 3



einen Widerspruch zur Definition von @ bzw. dem Infimum erhalten. Also ist a = inf I. Ebenso a,b ¢ I. Sind nun
a,b ¢ I, dann folgt

) ~
y'(x) > 32 fur allex € T
und g 16st das Anfangswertproblem (x). Wegen der Eindeutigkeit und der Maximalitit der Intervalle muss nun I=1

folgen. O

Aufgabe 3 (Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes)
Gegeben Sei der Operator T: C°[0,1] — C°[0,1] durch

(Tf)(z) =1 +a:/0w tf(t)dt, x €[0,1], f € C°0,1].

Zeigen Sie, dass der Operator T genau einen Fixpunkt f* € C°[0,1] hat. Welches Anfangswertproblem 16st dann dieser
Fixpunkt f*?

Losung von Aufgabe 3
Bekannt ist, dass der Raum (C°[0,1],[]-||..) ein Banachraum (vollstindiger normierter Vektorraum) ist. So ist auch die

Menge C°[0,1] abgeschlossen und nicht-leer. Wir zeigen, dass der Operator T eine Kontraktion ist, seien dazu x € [0, 1]
und f, g € C°[0, 1] beliebig, so gilt per Dreiecks-Ungleichung:

oo )
1w - st

o [ t1r0 - s ar

o [t sup 1769 o)

s€[0,1]

((Tf)(x) = (Tg)(2)]

T

IN

IN

1
= 522 1f — gl

AN

1

Daraus folgt nun:

ITf ~Tgll, = sup |(TF)() — (Te) (@) < = |1 — gll.e.
z€[0,1]

d.h. T ist eine Kontraktion. So sind alle Voraussetzungen fiir den Banachschen Fixpunktsatz erfiillt und nach diesen
existiert genau eine Funktion f. € C°[0,1] mit

folx) = (Tf) () =1 +x/0m tf.(t)dt fir alle z € [0,1].

So ist die rechte Seite stetig-differenzierbar, also ist f. € C'[0, 1]mit der Ableitung
fi(x) = / tf.(t)dt + 2° f.(z) fiir alle 2 € [0, 1].
0

Nun ist erneut die rechte Seite stetig-differenzierbar, demnach ist f, stetig-differenzierbar, also ist f. € C2[0,1] mit
zweiter Ableitung

flast(z) = xfu(w) + 2ufu(z) +2? fi(x) = 3 fu(z) + 2* f1 ().
Weiter ist f.(0) = 1 und f.(0) = 0. So ergibt sich das folgende Anfangswertproblem:

f: *£E2f,£ 73‘%.]0* = Oa

f(0) =1,
f:(0) = 0.



Aufgabe 4 (Typische Picard-Lindel6f-Aufgabe)

Zeigen Sie, dass das Anfangswertproblem
y/ — .732 + y2
y(0) =0

eine eindeutige Losung y auf dem Intervall (—%, %) hat und dieses auch gleich das grofite Losungsintervall ist, welches

wir mithilfe des Satzes von Picard-Lindelof erhalten. Berechnen Sie anschlieffend die erste Schritte der Picard-Iteration
g, T1, T und x3.

Losung von Aufgabe 4

Setze f(z,y) = z? + y? mit (z,y) € R?, also ist f € C° (R?). Zu r,s > 0 haben wir das Rechteck R = (—r,7) x (s, s)
und

K:= sup |f(z,y)|=7r>+s%
(z,y)eR

Es gilt laut Dreiecks-Ungleichung:

|f (@,31) — f ()| = |2® + 47 — (2% + 43)| = |v] — 3]
= |y1 + 2l ly1 — v2|
< (lys| + [y2l) [y1 — vol
< 25|y — y2l

fiir alle (z, 1), (z,y2) € R. Laut der lokalen Version des Satzes von Picard-Lindelof eine eindeutige Losung y: (—r,7) — R
flir geeignete 7, s > 0. Wahle r, s maximal, so ist die maximale Lange des Intervalls [ := 2 min {7" } Wir betrachten

die Funktion

-5 __
) 72452

g: (0,00) = (0,00), s+

r2 4 52
Es gilt:
24 2 9g2 2 _ 2
g (s) = r (-1-28 2)28 _ (7“2 82)2 fiir alle s € (0,00),
re4s re+s
r2_ g2
029/(3)27(2 2)2 e rr-2=0 =5 s=+4r
re+s
nooN . 28 (r* + 32)2 —4(r* =) (r*+5%)s
g'(s) = (2 + 52)4
-9 2+3+22_23 3sr2 — g3
_ 22 2257 B8 e s € (0.00)
2+ 2)° 2+ )"
Weiter folgt:
3rd3 — 3 1 _. r 1
")y =—92°" —— — _—p73 d =— =,
9°(r) 8r6 2" < 0 und g(r) 2r2  2r
Damit wird [ maximal fiir
(r) L s r? L & r=+ !
r = g = —_— = - = =t
2r 2 V2
Also muss s = % gelten und wir haben fiir die eindeutige maximale Losung y: (—%7 %) — R. O



