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5. fjbungsblatt - Losungsvorschlage

Aufgabe 1 (Homogene Anfangswertprobleme)

Losen Sie erst die folgenden Differentialgleichungssysteme allgemein und anschliefend das jeweils dazugehorige An-
fangswertproblem.

11 1 1
y=111 1]y, yO)=|{0
11 1 1
(2)

2 2 -3 0

!
y=113 =3]y, y0)=|1
1 2 -2 0

Losung von Aufgabe 1

(1) Es handelt sich um ein homogenes Differentialgleichungssystem erster Ordnung.
Schritt 1. Charakteristisches Polynom und Nullstellen bestimmen/ Eigenwerte bestimmen: Es gilt nach
der Regel von Sarrus:

1—A 1 1
p(A) = det (A — Al3) = det 1 1—A 1
1 1 1—A

1= NP4+ +1B -1 -N-1-N)-Q=-N)=>10-N>+2-3(1-X)
=(1-3A+33=A)+3x-1
=3\ - A=) (3-)\).

Also hat p eine einfache Nullstelle bei A = 3 und eine doppelte in A = 0.
Schritt 2. Eigenrdume und Hauptriume bestimmen: Es gilt fiir die Eigenrdume:

1 1 1
Ey=ker(A—0-I3) =ker(A)=ker |1 1 1
1 1 1
1 1 1
=ker |0 0 O
0 0 O
1 1
= lin -11, 0 ,
0 -1
-2 1 1
Es=ker(A—3-I3)=ker| 1 -2 1
1 1 -2
0 -3 3
=ker|(1 -2 1
0o 3 -3



1 -2 1
=ker {0 1 -1
0o 1 -1
1 -2 1
=ker {0 1 -1
0 O 0
1
= lin 1
1

Hier bendtigen wir nicht den Hauptraum zu 0, denn da stimmen die geomtrische und die algebraische Vielfachheit {iberein.
Schritt 3. Losungen der homogenen Gleichung: Die Losung der homogenen Gleichung lautet

1 1 1
yty=e" [l -1|+C| 0 |]+Cse® |1
0 1 1

1 1 1

=C | -1 +Cy| 0 | +C5e® [ 1

0 1 1

fiir alle ¢t € R und Konstanten C7, Cs, C5 € R.
Schritt 4. Spezielle Lésung: Wegen der Anfangswertbedingung muss gelten:

1 1 1 1
0] =y0)=C1[-1]+C2| O | +C5[1
1 0 -1 1

Dies liefert direkt C7 = Cj, also ergibt sich das Gleichungssystem:

1=2C1 + Oy,
1=-Cy+ (Y,
C, = Cs.
Losen wir dies, erhalten wir C; = C5 = % und Cs = %, d.h. die Losung lautet:
1 1 1
2 1 2
0 -1 1
fiir alle t € R. O

(2) Es handelt sich um ein homogenes Differentialgleichungssystem erster Ordnung.
Schritt 1. Charakteristisches Polynom und Nullstellen bestimmen/ Eigenwerte bestimmen: Es gilt nach
der Regel von Sarrus:

2—A 2 -3
p(A) = det (A — AI3) = det 1 3—A -3
1 2 —2—-A

=2-XNB=A)(-2-X)—-6-6+3B—-XA)+6(2—)) —2(-2— 1)
=—(4=XN)B=XN)—1249+12+4—-3X—06A+2)
=—(12-4X=3X2 + X%) + 13— 7A
=1-32+3\ -2 =(1-))*

Also hat p eine dreifache Nullstelle bei A = 1.
Schritt 2. Eigenrdume und Hauptriaume bestimmen: Es gilt fiir den Eigenraum:

1 2 -3
Ei=ker(A—1-I3)=ker[1 2 -3
1 2 -3
1 2 -3
=ker |0 0 O
0 0 O
2 3
—lind [ -1, [ 0
0 -1



Hier benotigen wir den ersten Hauptraum zu 1, da sich die geometrische und die algebraische Vielfachheit um eins
unterscheiden. Es gilt fiir den Hauptraum:

0 0 0
Hi=ker(A—1-I3)°=ker [0 0 0] =R3
0 00
2
= lin -1 .
0
Schritt 3. Losungen der homogenen Gleichung: Die Losung der homogenen Gleichung lautet
2 3 1 1 2 3 1
y(t) = ¢t Ci|—-1] +Cy 0 + Cget 0]+t (A - 1[3) 0 = ¢t Ci|-1]+Cy 0 + Cget 0
0 -1 0 0 0 -1 0

fiir alle ¢t € R und Konstanten C1, Csy, C3 € R.
Schritt 4. Spezielle Losung: Wegen der Anfangswertbedingung muss gelten:

0 2 3 1
1 = y(O) = Ol —1 + CQ 0 + 03 0
0 0 -1 0

So sehen wir direkt, dass C7 = —1 und C3 = 0 gelten muss, damit folgt durch Einsetzen C3 = 2. Die Losung lautet:

2 1 1
y(t) = —et [ =1 | +2¢ 0] +¢t|1
0 1
0 1
=e 11 +2t|1
0 1
fiir alle t € R. O

Aufgabe 2 (Inhomogene Anfangswertprobleme)

Losen Sie das folgende inhomogene Anfangswertproblem

2 1 -1 e’ %
Y=L 2 0|y+h mitb=| 0 |, y0) = 73
-2 0 2 2e~" —5

Geben Sie zuvor auch die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen bzw. inhomogenen Differentialgleichungssystems
an.

Losung von Aufgabe 2
Es handelt sich um ein inhomogenes Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

Schritt 1. Charakteristisches Polynom und Nullstellen bestimmen/ Eigenwerte bestimmen: Es gilt nach
der Regel von Sarrus:

p(A) =det (A — Al3) = det

= (20 - 2(-X) - 22—
=@-N[e-AP-1]
=(2-XN) (N —-4x+3)
= (1- N2 NE- ).

Also hat p eine drei einfache Nullstellen bei A = 1,2, 3.
Schritt 2. Eigenrdume und Hauptraume bestimmen: Es gilt fiir den Eigenraum:

1 1 -1
Ei=ker(A—1-I3)=ker| + 1 0
-2 0 1



1 1 -1
=ker|{ 1 3 0
-2 0 3
1 1 -1
=ker |0 2 1
0 2 1
10 _g) 3
=ker |0 1 % = lin -1 ,
00 O 2
0 1 -1
Ey=ker(A—2-Is)=ker| £ 0 0
-2 0 0
1 0 0
=ker (0 1 -1
0 0 O
= lin 1 ,
1
-1 1 -1
E3;=ker(A—3-I3)=ker| 3 -1 0
-2 0 -1
-1 1 -1
=ker|{ 1 -3 O
2 0 3
1 -1 1
=ker |0 -2 -1
0 2 1
1o 3
=ker ({0 1 g
0 0 O
3
= lin 1
—2

Schritt 3. Losungen der homogenen Gleichung: Die Losung der homogenen Gleichung lautet

3 0 3
yn(t) =Crel | =1 +Ce® [ 1] +C5e [ 1
2 1 )

fir alle t € R und Konstanten C7,Cs, C5 € R.
Schritt 5. Partikulidre Losung aufstellen/ Variation der Konstanten: Motiviert durch die Lésung der homogenen
Gleichung machen wir den Ansatz:

3 0 3
yp(t) = Cr(t)e’ [ =1 + Co(t)e® [ 1| +C3(t)e® | 1
2 1 -2

Einsetzen in die inhomogene Gleichung liefert nun

3 0 3 1
Ci(t)e! | =1 +Co)e® | 1] +Cs(t)e** | 1 | =7t |0
2 1 —2 2

30 32\ " 1

& O'(t) = (C1(t),Ch(t),Ch(t) =e " [ -1 e e e |0

2 et —2e% 2

Losen wir dies (Inerse Matrix berechnen und mit dem Vektor multiplizieren), dann erhalten wir:

1 _
Ci(t) = 3¢ “



Cé(t) = _68_4t7
d.h.
1
Ol(t) = —1672)5
2
OQ(t) = —§e73t
Cs(t) = ie*“
° 24

Also ist die partikuldre Losung:

—t 5
= e =y
3
36
Schritt 5. Allgemeine Losung: Es gilt:
y(t) = yp(t) + yn(t)
-2 3 0 3
—e ! % +Ce [ -1 +Ce® 1] +C53 | 1
-2 2 1 -2

fiir alle ¢ € R mit Konstanten C1, Cs,C5 € R.
Schritt 6. Spezielle Lésung: Wegen der Anfangswertbedingung muss gelten:

% —g 3 0 3
75 = y(O) = 7i +C1 | -1 4+C | 1| 4+C5 1
3 3 _
36 36 2 1 2

So sehen wir direkt, dass Cy = C5 = % und Cs = 0 gelten muss. Die Losung lautet:

y(t) =e " % + 5° 1|+ 663t 1
-2 2 -2

ool
—_
~
w
—_
w

fir alle t € R.

Aufgabe 3 (Differentialgleichung mit komplexen Eigenwerten)

Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem

2 0 3 1 1
y=12 1 2]y+bmitb= 1 y(0)=10
-3 0 2 5+ e?t 0
(a) Losen Sie das zugehorige homogene Gleichungssystem allgemein.
(b) Losen Sie das zugehorige inhomogene Gleichungssystem allgemein.

(c) Losen Sie das obige Anfangswertproblem.

Losung von Aufgabe 3

(a) Schritt 1. Charakteristisches Polynom und Nullstellen bestimmen/ Eigenwerte bestimmen: Es gilt
nach der Regel von Sarrus:

2—X 0 3
p(A) =det (A — A3) = det 2 1-x 2
-3 0 2—A



=(2=N21=X)+9(1-)
=(1=-N(2=-N*+9).

Also hat p eine einfache Nullstelle bei A = 1 und bei A = 2 + 3i.
Schritt 2. Eigenrdume und Hauptraume bestimmen: Es gilt fiir die Eigenrdume:

1 0 3
Ey=ker(A—1-Is)=ker| 2 0 2
01

-3
0
= lin 1 ,
0
3i 0 3
Fy gi=ker(A—(2-3i)-I3) =ker | 2 —1+3i 2
-3 0 3i
1 0 —1i
=ker (2 —1+3i 2
0 0 0
1 0 —1
=ker |0 -1 §1+_211
0 0 0
3+1i
= lin 2421
1-—3i

Wir benétigen bei komplexen Eigenwerten nur einen, der andere ergebe sich durch komplex konjugieren.
Schritt 3. Losungen der homogenen Gleichung: Die komplexe Funktion

341
2 (t) = e*e™31 | 2+ 2i
1-3i
3+1
= e? (cos(3t) —isin(3t)) [ 2+ 2i
1-—-3i

3 cos(3t) + sin(3t) — 3isin(3¢) + icos(3t)
=e?t |2 cos(3t) + 2sin(3t) — 2isin(3t) 4 2i cos(3t)
cos(3t) — 3sin(3t) — isin(3t) — 3icos(3t)

16st das homogene Anfangswertproblem (komplexwertig). Die reelle Losung der homogenen Gleichung lautet

0 3 cos(3t) + sin(3t) —3sin(3t) + cos(3t)
yn(t) = Cre’ | 1] + Coe® | 2cos(3t) + 2sin(3t) | + Cse® | —2sin(3t) + 2 cos(3t)
0 cos(3t) — 3sin(3t) —sin(3t) — 3 cos(3t)

fiir alle t € R und Konstanten C7,Cs, C5 € R.

(b) Man kann hier theoretisch auch wieder Variation der Konstanten anwenden, jedoch wird es schwer eine allgemein
giiltige Inverse Matrix zu finden. Es empfiehlt sich hier einen anderen Ansatz zu wéhlen, in dem man die Form der
partikuldren Losung "ratet”. Schritt 4. Partikuliare Losung durch ”Raten”: Dafiir zerlegen wir unsere in Nicht-
Linearitat in mehrere Teile.

1 0 0
bit)= 1] und ba(t)=| 0 | =e** 0],
5 e?t 1
also gilt:
1
b(t) = 1 = by (t) + b2()
54 g2t
Fir den ersten Fall machen wir den Ansatz
a
Yp,a(t) b
c



und setzen diesen in die Differentialgleichung ein. So erhalten wir

0 2 0 3
0 =ypui=[2 1 2|gu+n)
0 -3 0 2
2 0 3 a 1
= 2 1 2 b1+ 1|1
-3 0 2 c 5
2 0 3 a -1
& 2 1 2 =| -1
-3 0 2 -5
Losen wir dies, erhalten wir
1
a=1,b=1 c=—1lbzw. y,1(t) = | 1
-1
Fir den zweiten Fall machen wir den Ansatz
a
ypyg(t):e% b
c
und setzen diesen in die Differentialgleichung ein, dies ergibt:
a 2 0 3
2 [ b | =yhot) = 2 1 2| ypa+ba(t)
c -3 0 2
2 0 3 a 0
=l 2 1 2| [b]+e*]0
-3 0 2 1
0 2 0 3 a 0 0 3 a
& 0| = 2 1 2| —=2I3 bl=12 -1 2 b
—1 -3 0 2 c -3 0 0
Losen wir dies, erhalten wir
1
1 2t
a=—-, b= 7c:ObZW.yp2(t):e— 2
3 ’ 3 0
Damit erhalten wir als partikulare Losung:
o2t (1
Yp(t) = ypa () +ype) = | 1 | +— |2
-1/ 3 \o

fiir alle t € R.
Schritt 5. Allgemeine Losung aufstellen: So ergibt sich die allgemeine Losung:

1 o2t 1 0 3 cos(3t) + sin(3t) —3sin(3t) + cos(3t)
yt)=y,t) +ynt) =1 1 | + 5 2| +Cret [ 1| + Coe® | 2cos(3t) + 2sin(3t) | + Cse®* | —2sin(3t) + 2 cos(3t)
-1 0 0 cos(3t) — 3sin(3t) —sin(3t) — 3 cos(3t)

fiir alle ¢ € R mit Konstanten C1,Cs,C5 € R.
(c) Schritt 6. Spezielle Losung aufstellen: Wegen der Anfangswertbedingung

1
y(0) =10
0
muss gelten:
1 1 1 1 0 3 1
0] =y(0)=1| 1 +§ 21 4+C1 |1 +C3 121 +Cs| 2
0 -1 0 0 1 -3
—é 0 3 1
54 -3 = Ci |11 +Ca 2]+ C3 2
1 0 1 -3



0 3 1 Ch

=11 2 2 Co

0 1 -3 Cs
-1 0 3 1 3C4
S |51 =(1 2 2 3Cy
3 0 1 -3 3Cs

Durch Lésen dieses Gleichungssystem erhalten wir
301 = —3, 362 =0 und 363 = —1,

bzw. .
Cl = —1, 02 =0 und 03 = —g.

Dies liefert die spezielle Losung zum Anfangswertproblem:

—3sin(3t) + cos(3t)
—2sin(3t) + 2 cos(3t)
—sin(3t) — 3 cos(3t)

1 2t 1 0 2t
yt)y=| 1 +% 2| —et |1 —%
0 0

fur alle t € R.



