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7. Ubungsblatt - Losungsvorschlage

Aufgabe 1 (Separationsansatz)
Wir betrachten das folgende Rand- und Anfangswertproblem

Opu(t, ) — Opgu(t,z) =0 fiir ¢ > 0, x € (0,1)
Ozu(t,0) =0 = J,u(t,1) fur ¢t > 0,
u(0,x) = 1 + cos(mx) fir z € [0, 1].

Bestimmen Sie erst allgemein alle Losungen der Form
u(t,x) = w(z)v(t)
der obigen Differentialgleichung und lésen Sle anschliefend das Rand- und Anfangswertproblem.
Loésung von Aufgabe 1
Schritt 1. Ansatz aufstellen und ableiten: Wir machen den Separationsansatz
u(t,z) = v(t)w(x).

Es ergeben sich die Ableitungen

Schritt 3. Separationskonstante und Differentialgleichungen 16sen: Da dies fiir alle ¢,z gelten muss, miissen
die beiden Quotienten

gleich und konstant einem A\? sein mit A € C, d.h.

Beides sind lineare homogene Differentialgleichung erster bzw. zweiter Ordnung, diese 16sen wir nun.
Losung zu v: Die Losung zu v lautet nun
2
v(t) = CeM't



fiir alle ¢ € R mit einer Konstanten C'.
Losung zu w: Umgestellt bekommen wir
w (x) — Nw(z) = 0.

Das charakteristische Polynom dazu lautet
pp) = p? =X = (=) (u+X)
mit Nullstellen in g = +A. Als Losung folgt nun
w(:z:) = C’lef)‘“’ + CQGAI

falls A # 0 und sonst (A = 0)
w(z) = Cy + Cox

fiir jeweils alle x € R mit Konstanten Cy, Cs.
Schritt 4. Randdaten beachten: Ist nun A = 0, so erhalten wir fiir u:

u O, z) = v () (z) = ¢ (C’fo) + C’éo)a:)
fiir alle t,x € R, bzw. fir A #0
uN(t, z) = oV () (z) = CNe't (C’{A)e_mc + C'Q(/\)e’\'”)
fiir alle ¢,z € R. O.B.d.A. wihlen wir C") =1 fiir alle méglichen A\. Wir méchten nun, dass die Randbedingung
DxuM (t,0) = 9,u™ (8, 1)
fiir alle zuléssigen A erfiillt ist, dafiir berechnen wir die Ableitungen
0,ulO(t, ) = 02(0),
awu(’\)(t, x) = Nt (—C’{’\))\e_mC + )\eM)
=Mty (—C{A)e*’\x + Cék)e)‘””) :
Damit gilt automatisch
8,u®(1,0) = 5 = 9,u 0 (1,1),
und es gilt:
M (=0 + V) = 0,uN (1,0) = 0 = ,uN (1,1) = NN (—CVe 4 Ve
s PV + oV =0=—-0Me 4 cPVe

C1 =0Cq

=4
0= —CWe 1 cPe>

—N—

= 0= 709)67}‘ + C'y‘)e)‘ = fC’Q()‘)e*)‘ + C’Q(’\)e)‘ = C’Q(’\) (fe*)‘ + e)‘)
& —e 4t =0
& e M=¢

e =1

& A=1ikr mit k € Z.
Schritt 5. Allgemeine L6sung uy aufstellen: Sei N € N, Ay = ikx fiir £ € N und C](-)"“) =: Cj(.k) fir £ € N und
j =1,2. Dann ist die (komplexwertige) Losung uy von der Form

N
un(t, ) = ul®) (t,z) + Z u(k)(ta )
k=1

N
— C{O) + Céo).'L‘ + Ze—kQTer (ka)e—ikmc + Cék?)eikmv)
k=1

fir alle ¢, € R mit Konstanten Cfo),CQ(O) € C und C’fk),CQ(k) € Cfir k € {1,...,N}. Damit ist die (reellwertige)
Losung un von der Form

N
un(t,x) = 6{0) + 62(0)l‘ + Z oK <5§k) sin(kmrz) + CN’ék) cos(kwx))
k=1



fiir alle ¢, € R mit Konstanten C(O) C(O) € R und C(k) C(k) eRfirke{l,...,N}.
Schritt 6. Spezielle Losung u aufstellen Die Anfangsbedlngung liefert nun

N
1+ cos(mx) = u(0,x) = C’{o) + C’Q(O):c + Z (C’fk)efik” + C’Q(k)eik”) ,

wéhle N =1, C’(l) C’(l) und C(O) 1, C’(O) = 0, so erhalten wir die Losung

2, 1

tx)=14+e ™=

u(t, x) +e 5

fiir alle t,z € R. O

Bemerkung: In der Losung bezeichnen wir der Einfachheit halber sowohl die reellwertige als auch die komplexwertige

Losung jeweils mit uy, diese unterscheiden sich aber natiirlich. Mit welcher wir aber weiterarbeiten ist dabei egal (!),
beide fithren auf dasselbe Ergebnis. Fiir die reellwertige Losung miissen wir die Konstanten wie folgt wéhlen:

(e—ikmv n eikww) —l+e ™ b cos(7x)

=1, V=1, " =0, (" =0 und C{" =

Dies liefert nun die Lésung
2
u(t,z) =1+e ™ 'cos(rx)

fiir alle ¢,z € R.

Aufgabe 2 (Laplace in Polarkoordinaten)
Sei f € C? (]Rz) eine Funktion. Berechnen Sie den Laplace in Polarkoordinaten, d.h. zeigen Sie, dass fir
u(r, @) = f (rcos(p), rsin(p))

der Laplace Operator die folgende Darstellung hat:

1 1
Af(l', y) = arru(rv SO) + ;a'r‘u(n (p) + ﬁawwu(’r? 90)

Losung von Aufgabe 2

Schritt 1. Partielle Ableitungen bestimmen: Es gilt:

= cos()0y f (rcos(p), rsin(p)) + sin(p)dy f (r cos(p), rsin(p)),

= cos”(¢)dua f (r cos(p), rsin(p)) + 25in() cos()duy f (1 cos(i0), 7sin()) + sin®(9)yy f (rcos(p), rsin(p)),
=—r Sln( )0z f (rcos(p), rsin(p)) + 7 cos(p)0y f (rcos(p), rsin(yp)),

)) — 2r% sin(y) c0s()Ouy f (1 cos(y), rsin(p))
(¢)) — 1 cos(p)du f (rcos(p),rsin(p))

)0y f (1 cos(p), rsin(e
+ 12 cos?(p) Oy, f (1 cos(p), rsin
frsm(ga)@yf (r cos(p), rsin(p)

)
(sm2( )0z f (1 cos(p), sin(p)) — 2sin(p) cos()0gy f (1 cos(p), rsin(y))
+ cos (@)Oyyf (rcos(p),rsin(p)) — % (cos(go)@xf (r cos(p),rsin(p))
+ sin()d, f (7 cos(yp), rsin(p)) ))

Schritt 2. Einsetzen und Zusammenfassen: Es gilt:

Opru(r, 9) + ~0,u(r, 0) + 50 pu(r, ) = €05 ()0 f (1 cos(i), sin(9)) + 25in(ip) 03()y f ( c08(0), 7 5in(p)
+ 50200y cos(0), sin(9)) +  ((€os(0)0,  (r cos(p),rsin(i)

+ sin(p)dy f (r cos(¢p),rsin(p)) ) + 5in’ () dua f (r cos(ip), 7sin(p))
— 25sin(p) cos(9)duy f (1 cos(p), 7sin(p)) + cos?(9)dyy f (1 cos(p), 7sin(p))
- % (cos(0)8a f (1 cos(), 7 sin(p)) + sin()d, f (r cos(p), rsin(p)))

= (sin®(p) + cos®(p)) B f (7 cos(0), 7 sin(p))



+ (sinz(go ) + cos?( )) Oyy f (rcos(p), rsin(p))
= Oua f (r cos(y), rsin(p)) +3mf(7“006(<ﬂ)ﬂ“sin(<ﬁ))
= Af (rcos(p), rsin(p)) = Af(z,y).

Aufgabe 3 (Laplace Gleichung)

Bestimmen Sie die beschrankte Losung des Randwertproblems

Au(z,y) =0 auf Q = {(z,y) € R*: 2® + ¢ > 1},
u(z,y) = z auf 9Q = {(z,y) ER?: 2” +y? =1}.

Nutzen Sie dabei Polarkoordinaten (siehe auch Aufgabe 2) und wenden Sie einen Separationsansatz an.
Loésung von Aufgabe 3
Schritt 1. Ansatz aufstellen und ableiten: Wir setzen

v(r, ) = u(rcos(yp), rsin(p)).

Wir machen den Separationsansatz
v(r, ) = a(r)b(p).
Es ergeben sich die Ableitungen

Oru(r, ) = d(r)b(y),
Opro(r, ) = a” (r)b(yp),
9pu(r, ) = a(r)b'(v),
Dppu(r, ) = a(r W ().

Schritt 2. Ansatz einsetzen und Umformen: Laut Aufgabe 2. erhalten wir und setzen gleich den Ansatz ein:
1 1
O = AU(J), y) = 8,,.7.11(7", (P) + ;87‘U(Ta (P) + ﬁawwv(ﬁ (P)

= " (1)b(p) + 1 (D) + galr () fir r > 1, o € [0,21]

The) ) )

Schritt 3. Separationskonstante und Differentialgleichungen 16sen: Da dies fiir alle r, ¢ gelten muss, miissen

die beiden Seiten b 1 /
W) e ) d)

b() a(r) — a(r)

gleich und konstant einem A? sein mit A € C, d.h.

Durch Umformen ergeben sich so die beiden Differentialgleichungen

b () = =A?b(p),
r2a” (r) +rd' (r) — XNa(r) = 0.

Beides sind lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung, diese 16sen wir nun.

Losung zu b: Umgestellt bekommen wir
V() + \b(p) = 0.



Das dazugehorende charakteristische Polynom lautet

p(p) = p? + 2 = (u+iX)(p —iX)
mit Nullstellen in u = +iX. Die Losung zu b lautet nun

b () = C’f\l)efihp + C{:\Q)ei,\@’

falls A # 0 ist, sonst (A = 0)
blp) = C1Y + C 9.

Losung zu w: Dies ist eine Euler-Differentialgleichung, dazu setzen wir r = e! und 2(¢) = a (e*). Wir berechnen die
Ableitungen

Z"(t) — eta/ (et) 4 e2ta// (et) — Z’(t) 4 e2ta// (et)
& e*a” (ef) = 2"(t) — 2 (¢).
Dann folgt durch Einsetzen in die Differentialgleichung:
0=r2a"(r) +rd (r) — Na(r) = e**a” (') + e'd’ (') — Na (e")

= (2"(t) = 2 (1)) + 2/ (t) — N22(t) = 2""(t) — N?2(¢).

Das charakteristische Polynom zur Differentialgleichung von z lautet
plp) = p* = A = (W= ) (u+A),
mit Nullstellen in g = +\. Also lautet die Losung zu z
Nty = e ofyeM,
falls A # 0, sonst (A = 0)
20(t) = ) + et
Resubstituieren ¢ = log(r) liefert nun
a(A)(r) =W (log(r)) = C’é)‘l)e_klog(’q) + Cé)‘g)e)‘ log(r)
_ e+ o,
falls A # 0 ist, sonst (A = 0)
a© () = 2O (log(r)) = C) + C5% log(r).

Schritt 4. Randdaten beachten: Im Fall A = 0 liefert

d.h.

Dann ist

v (r,0) = a OO () = € (8 + P 10g(r)) = €L + 5 tog(r).

)

Fiir A # 0 liefern die Randbedingungen durch Addition beider Gleichungen
A A A) —2ni A) 2ni
CpY + 01y = bV(0) = bV (2m) = CfYe ™ 4+ O™,
—IACY +iaCyy = 6N (0) = b'<A (27) = —IACY e 2™ 4 iaC Y e? A
& —O) + 01 =vW(0) = bW (21) = —CYe ™ + O e?™
= 207 = 20y e*™

o eQ‘n’ik -1



< A=kmit k € Z.
So lautet nun
v (r, ) = a®) (r)p*) (o) = (C(k) k4 o k) k) ( ) o—ikp C(k)eizw>
_ C](-k),r—ke—ikzp + 02 —k 1k:ga + C —lkga + C (k) 1k:ga
Die Terme (1) +— log(r), (r, ) = r¥e™*% und (r, ¢) > r*e'*? sind auf der Menge [1,00) x [0, 27| unbeschrinkt, daher
muss
o =cP =0V =0
gelten, also gilt:
v (r, ) = 1",
v(k)(r’ Q) = C§k)rfkefik<p + Cék)rfkeiktp.
Schritt 5. Allgemeine Losung vy aufstellen: Sei N € N. Die (komplexwertige) Losung vy lautet nun:
un(r, @) = v () + Y v W (r, )
k=1

= Cfo) + Z (ka')r*kefi}w + Cék)r*ke”w)

k=1

fir alle r > 1, ¢ € [0,27] und Konstanten C(O) C’2 € C und C’(k C’ék) € Cfur k € {1,...,N}. Die (reellwertige)
Losung vy lautet nun:

un (1, C'(O + Z ( Jr=F gin (ko) + C’2 T cos(kgp)) .

fir alle r > 1, ¢ € [0, 27r] und Konstanten 69), C~'§O) € R und CN'YC), éék) eCfirke{l1,...,N}
Schritt 6. Spezielle Lésung v aufstellen: Die Anfangsbedingung liefert uns nun

cos(p) = v(l, ) = C’%O) + Z (C’l(k)e_ik"a + C’Q(k)eik“’) ,
k=1

dass C{O) =0, N=1und C{l) = Cél) = 1. Also folgt lautet die Lésung v nun

cos(e)

v(r,e) =

Schritt 7. Riicksubstituieren: Dies liefert nun die Losung u:

T

u(z,y) = m

fiir alle (z,y) € Q. O

Hinweise:

e Die schriftliche Klausur findet am Dienstag, den 26.02.2019 von 13.00 bis 15.00 Uhr statt.
e Der Anmeldeschluss fiir die Klausur ist Sonntag, der 10.02.2019, man kann sich online im Campus System anmelden.

e Meldet Euch bitte rechtzeitig an, und tiberpriift ein paar Tage spéter, ob eure Anmeldung tatséchlich eingetragen
ist im Campus System.

e Abmelden (ohne irgendwelche Konsequenzen) ist jederzeit moglich. Zum einen kénnt ihr Euch online bis einen Tag
vor der Klausur oder direkt vor der Priifung vor Ort bei den Aufsichtspersonen abmelden.

e Sollten Fragen zu der Vorlesung, den Ubungs— und,/ oder Tutoriumsblattern bestehen, so wendet Euch an Michael
Ullmann (michael.ullmann@kit.edu oder im Biiro 2.033/2.034).



