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Aufgabe 1:
Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme und geben Sie geeignete Definitionsbereiche an.

(i) ¥ = 52, y(vV2) = 5.

(i) v =32 =Ly 4 22 — 1, y(2) = 6.

3 —x

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

In Teil (i) bestimmen wir die Lésung durch Bestimmung aller Losungen der homogenen Gleichung, danach
finden wir eine partikuldre Losung und schliellich eliminieren wir den verbleibenden Freiheitsgrad mit
dem Anfangswert. In Teil nutzen wir die ”Variation der Konstanten”-Formel. Beide Losungswege sind
absolut gleichwertig, wobei man sich fiir die erste Variante weniger merken muss aber mehr rechnet. Fiir
die zweite Variante muss man eine grolere Formel wissen aber weniger rechnen (weil die Formel genau
die Rechnungen der ersten Variante zusammenfasst).

(i) Durch Umformen des Bruchs erkennen wir, dass es sich um eine lineare Differentialgleichung handelt.

;T —2xy 2z

x
_ — _ — b
e L e b S
mit den stetigen Funktionen a,b: R — R, a(z) == —%, b(z) = 1757. Wir betrachten zuerst die
homogene Differentialgleichung
vh =~ = ale) yn.
1+ 22

Wir definieren mit zq := v/2 die Funktionen

* r 2t t=x 3
Az) = /zo altde= /\/5_1—&—152 dt = [~In(1+#7)],Z 5 = —In(1+27) + In(3) = 1n(1 ¥ :c2>’

3 3
. QA7)
z(x) =e —exp<ln(1+x2>>—1+x2

Damit ist fiir jedes ¢ € R eine Losung der homogenen Differentialgelichung gegeben durch

3¢
yn(z) = cz(x) = T3 2
Eine spezielle Losung der Differenzialgleichung 3’ = Ilfzzzy erhalten wir durch ”"Variation der Kon-

stanten” c. Hierfiir machen wir den Ansatz
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Wir setzen diesen Ansatz in die Gleichung ein, nutzen z'(x) = a(z)z(z) und rechnen

d(x)z(z) + c(x)a(z)z(z) = ' (x)2(x) + c(x)2' (z) =y, (z)

= a(z) yp() + b(z) = alx)c(x)2(z) + b(x),
= ‘o) = 20,
Tt 1+ 2 1 x?
= c(:z:):/o W'%dt:/() Shdt ="

Hier haben wir willkiirlich die untere Integrationsgrenze 0 gewéhlt. Eine partikulire Losung y, ist
also gegeben durch

22 3 22
(@) = c@)20) = ¢ 1 = 5y

z—2xy

TTa? lauten also

Die Losungen der Differentialgleichung 3" =

3c n x2 6c + 2 it ceC
= = mit ¢ .
1+22  2(1+22) 2(1+a2)’

y(@) = yn(z) + yp(2)
Wir finden die noch "freie” Konstante ¢ durch einsetzen des Anfangswertes

! 6c + 2 1
y(V2) 30+ 2) c+3 & c=0

Wl

Die Losung des Anfangswertproblems lautet also

$2

y(r) = m

Als maximales Existenzintervall lesen wir I = R ab.

(ii) Wir definieren ¢ := 2, yo = 6 und schreiben a: (1,00) = R, a(x) := 11132:;, b: R — R, b(z) = ax2—1.
Diese beiden Funktionen sind als Quotienten von Polynomen stetig auf ihren Definitionsbereichen.

Damit berechnen wir

T T 912 i :L‘?’ —x
Az) = / a(t)dt = /2 3:3 — tl dt = [In(#* - t)]t=2 =In(2® — 2) — In(6) = ln< 5 )

0

Wir nutzen nun die ”Variation der Konstanten”-Formel zur Bestimmung der Losung y des Anfangs-
wertproblems:

y(z) = yoet™ + eA(m)/ e AWp(t) dt

0

3 _ 3 _ T 6
—g. LT T :c/ (t? —1)dt
2

6 6 33—t

:(x3—x)-(1+/;1dt)
e (1em(2).

Den maximale Definitionsbereich dieser Losung lesen wir ab als I = (1,00), wobei hier der Defini-
tionsbereich von a zu beachten ist!

Bemerkung: Wir kénnen Definitionsbereich mit folgenden Ideen vergrofiern: Statt y' = a(x)y+b(z)
zu verlangen (a ist in = 1 nicht wohldefiniert), multiplizieren wir die Gleichung mit (z® — ), d.h.
wir verlangen (23 — x)y’ = 32%y — y + x(2? — 1)%. Hier kann x = 1 problemlos eingesetzt werden.
Unsere gefundene Losung y(z) = (2® — z) - (1 +1n(%)) ldsst sich direkt auf J = (0, 00) fortsetzen

und direktes Einsetzen liefert, dass y die urspriingliche Differenzialgleichung in ganz J erfiillt.
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Aufgabe 2
Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme

(i) ¥ + 2tan(z)y — tan(z),/y = 0, y(0) = 1.
(i) ¥ + 1y —3zy=2=0,y(1) =1

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2

(i) Wir schreiben die Differentialgleichung um zu
0=y’ +2tan(z)y — tan(z)Vy = y' + g(v) y + h(z) y*

mit g,h: R — R, g(z) = 2tan(z), h(z) = —tan(z), o := 1. Es handelt sich also eine Bernoulli-
Differentialgleichung. Die Anfangswerte lauten xy := 0, yo := 1. Wir folgen der Losungstechnik der

Vorlesung und multiplizieren die Differentialgleichung mit (1 — )y~ ® = 2—\1/5 Damit erhalten wir

=(1-a)yy *+(1—a)g@)y' "+ (1 —a)h(z)
= (417 + (1 — a)g(x)y'* + (1 — a)h(z)
= (V) + (1 —a)g(x)yy+ (1 — a)h(z).

Nun setzen wir z(z) := y(z)'~* = /gy und erhalten die lineare Differentialgleichung
1 1
0=24+1-a)g(z)z+ (1 —a)h(z) =2+ 3 2tan(zr)z — 3 - tan(x)
1
=2 +tan(z)z — 3 tan(z).

Als Anfangswert fiir das Anfangswertproblem in z erhalten wir

2(0) = 2(x0) = V/y(@0) = viio = 1.

Zu Losung des Anfangswertproblems in z

{z’ =—(1-a)g(x)z — (1 — a)h(z) = —tan(z)z + % tan(z),
z(0) =1

nutzen wir die ”Variation der Konstanten”-Formel. Hierzu berechnen wir wieder zu erst

Ax) = /w —(1—a)g(t)dt = /Ow —tan(t)dt = /OZ —sin(z) dt = [In(cos(t))]i— = In(cos(x)).

) cos(z)

jus

Beachten Sie, dass diese Rechnung vorerst nur fiir z € (— ) zuldssig ist. Dies ist das grofite
T

s
272
Intervall um 2y = 0, sodass der Integrand bis x integrierbar ist. Damit erhalten wir fiir z € (=7, §):

1 1
COS(t) . 5 tan(t) dt

2(z) = 20e*® + eA(m)/ e AW (1 — a)h(x)dt = 1 - cos(z) + cos(z) - /

o 0

— cos() + = cos(x) - {1]m — cos(x) + %Cos(x) - ( L 1)

2 cos(t) | ,_ cos(x)
= % (1 + cos(x)) .

Damit erhalten wir die Losung y als

1 T
y(@) = @) = ] U teos@)’,  we(-5.5)-

Bemerkung: Beachten Sie, dass wir keine eindeutige Aussage iiber dieses Intervall hinaus machen
konnen! Wie im Beispiel Aufgabe 1 Teil (ii) auf Tutoriumsblatt 1 konnten wir diese Lésung ab &
sowohl mit 0 als auch mit der obigen Funktionsvorschrift fortsetzen. Beides mal erhalten wir eine
C'-Loésung des Anfangswertproblems. Das Problem ist hier wieder die unbeschrinkte Steigung von
VY, wenn y den Funktionswert 0 annimmt.
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(if) Wir schreiben die Differentialgleichung um zu

2

1 5 N
0=y’+5y—*xy =y +g(x)y + h(z)y

3

mit g: (0,00) = R, g(z) = 1, h: R — R, h(z) = —2z und a := —2. Diese Funktionen sind

stetig auf ihren Definitionsbereichen als Quotienten von Polynomen. Es handelt sich also wieder
um eine Bernoulli-Differentialgleichung. Wie zuvor multiplizieren wir die Differentialgleichung mit
(1 — a)y= = 3y? und setzen z(x) == y(x)' = = y(z)® und erhalten

0=(1—-a)yy *+1-a)g(z)y" ™+ (1 - a)h(z)
= (') + (1 - a)g(x)y' ™ + (1 - a)h(x)
=2+ (1 -a)g(x)z + (1 —a)h(x)

=2+ §z — 5.

x

Der Anfangswert édndert sich zu

2(1) = z(xg) = y(x)® = 1° = 1.

Wir 16sen das Anfangwertproblem in z mit der ”Variation der Konstanten”-Formel. Hierzu berechnen
wir zu erst fiir z € (0, 00)

A(z) = /w —(1—a)g(t)dt = /w —% dt = —=3In(z) + 3In(1) = ln<l_13>.

o 1

Damit erhalten wir die z(z) fiir « € (0, 00) durch

£ 1 1 * -5
= 2e4® 4 oA [ _o=AD (] — o)) dt =1 — —-/ —363 . ¢t
2(z) = 20" + e /TO e (1 —a)h(t) 5T 3 : 3

T T 11, .
:$73+$73A ot dtzgﬁ-g(l' —].)
=22

Riicksubstituieren liefert uns die Losung y des Anfangswertproblems y' = a(x)y + b(y) mit y(zo) =
Yo:

y(z) = ¥/z(z) = 23, fir = € (0,00).

Bemerkung: Wir kénnen Definitionsbereich mit folgenden Ideen vergrofiern: Statt y' = a(x)y+b(z)
zu verlangen (a ist fiir z < 0 nicht wohldefiniert), multiplizieren wir die Gleichung mit 3zy?, d.h.
wir verlangen wir 3y® — 522 + 3zy%y’ = 0. Hier kann 2 < 0 problemlos eingesetzt werden. Unsere
gefundene Losung y(z) = 23 = \x|% lasst sich auf J = R fortsetzen und direktes Einsetzen liefert,
dass y die urspriingliche Differenzialgleichung in ganz J \ {0} erfiillt. Beachten Sie, dass y nicht in
0 differenzierbar ist, sich aber 3y3, 522 und 3xy%y’ stetig in 0 fortsetzen lassen.

Aufgabe 3:

Wir betrachten einen leeren Kondensator mit Kapazitiat C' und legen zum Zeitpunkt ¢ = 0 die konstante
Spannung U an. Dabei ist ein Widerstand mit R in Reihe geschaltet. Die aktuelle Ladung Q(t) des
Kondensators erfiillt die Differentialgleichung

U

Q)+ Q) — & =0.

(i) Bestimmen Sie die aktuelle Ladung Q(¢) des Kondensators als Funktion der Zeit.

(ii) Zu welchem Zeitpunkt ist der Kondensator zu 90% aufgeladen?
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(iii) Wir nehmen nun an, dass die anglegte Spannung nicht konstant ist, sondern betrachten U(t) =
Upsin(t). Zur einfacherern Rechnung nehmen wir zusatzlich R = % an. Bestimmen Sie die Losung

Q(t) von
Q'(t) + Q(t) — CUysin(t) = 0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:
Wir gehen zur Startzeit ¢ty := 0 von einem leeren Kondensator aus, d.h. in allen Aufgabenteilen nehmen
nutzen wir den Startwert Q(tg) = 0 =: Qo.

(i) Wir nutzen zum Losen des Anfangswertproblems

{Q’ = a(t)Q + b(t), 1

i __ 1 U
Qlto) = Qu. mit a(t) =~z b(t) =, fir t €R.

die ”Variation der Konstanten”-Formel. Dafiir berechnen wir

At:/as ds:/f—ds:f—t, fir t € R.
(t) t (s) . "RC RO

0

Dann lautet die Losung @ des Anfangswertproblems

t
Q(t) = Qo™ 4 AWM / e A)p(s) ds

to

=0-e ——1 t)+e ——1 t /te —1 s ~—_Uds
-V 9P\ TRe P\"rc") ), “P\RC®) R
U 1 1 1

(ii) Die maximale Ladung Q4. des Kondensators ist Qe = UC. Wir losen also auf, zu welchem

Zeitpunkt T > 0 gilt: Q(T) = %Qmaar

9 1 9 1 9
Q(T) - TOQmam & UC- <1 - eXP(RC,T>) EUC’ s 11— exp(RCT> = 1—0
1 1
& _RCT:m(lO) & T = RC - In(10).

(iif) Wir nutzen zum Losen des Anfangswertproblems

{Q’ = a(t)Q + b(t), mit a(t) = —1, b(t) = CUpsin(t), fiir t € R.

Q(to) = Qo,

die "Variation der Konstanten”-Formel. Wie in Teil (i) gilt A(t) = —¢t. Dann lautet die Losung Q
des Anfangswertproblems

t t
Q(t) = Qoe®) 4 &AM / e AG)p(s)ds =0-e 7t + e_t/ e’ - CUpsin(s) ds
0

to
= CUpe™ ! /Ot e’sin(s) ds.
Eine Stammfunktion von f(s) := e® sin(s) 14sst sich durch zweifache partielle Integration bestimmen:
/f(s) ds = /eS sin(s) ds = e’ sin(s) — /eS cos(s)ds
= e’sin(s) — e’ cos(s) + /eS - (—sin(s))ds = e°sin(s) — e’ cos(s) — /f(s) ds

= /f(s) ds = %es (sin(s) — cos(s)) .
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Damit beenden wir die oben begonnene Rechnung:

Q) = CUge_t/O e®sin(s)ds = CUpe ™" - % (et (sin(t) — cos(t)) — el (sin(0) — COS(O)))
CUy, ., CU

_CUO . —t ¢ OUO . ™
= (sin(t) — cos(t)) + 5 ¢ =5+ \/Qsm(t Z)

Bemerkung: Wir erkennen in einen abklingenden Versatz, hervorgerufen durch den Fakt,
dass wir mit einem leeren Kondensator begonnen haben, und in C\/%O sin (t — %), dass die Konden-

CUp —t
5 (§

satorladung der angelegten Spannung um eine viertel Periode verschoben folgt.
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