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Aufgabe 8:

Bestimmen Sie jeweils ein Fundamentalsystem der folgenden Eulerschen Differentialgleichungen:
(i) 23y +xy + Ty = 0.
(i) z%y” 4 2zy’ — 3y =0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8:

Fiir z > 0 schreiben wir 2 = e’ und substituieren y(z) = u(In(z)), d.h. u(t) = y(e'). Wir rechnen die
ersten drei Ableitungen aus.

u'(t) = y'(e')e! = y'(x)z,
u"(t) =y (e +y/ (e’ =y (x)a® + 4/ (2),
u///(t) _ y///(et)e:% + 3y//(et)62t 4 y/(et)et —_ ym(l‘)l‘g 4 3y”(a:)x2 + y’(m)x
Diese Regeln konnen wir auch formal schreiben als:
) =y, S dyde  Pu_ &y de)’ dyda
TV g T e dr T de \ & do 2’
de3  da3 \ dt dz? dt dt2 = dz de3’

Wir 16sen nach den hochsten Ableitungen in y auf und ersetzen die niedrigeren Ableitungen in y mit
Ableitungen in w. Damit erhalten wir:

Y@@z =u'(t), y'@)2® =u"(t) - (1), Y ()2’ =" (t) = 3u"(t) + 2u'(t).

Dieses Ergebnis der Substitution x = e’ haben wir schon in der Vorlesung unabhingig von der Differen-
tialgleichung hergeleitet und werden dies in beiden Teilaufgaben nutzen.
(i) Wir schreiben z = ! und u(t) = y(e'). Mit den Rechnungen zuvor erhalten wir

0= " (@)a® +y (@)a + Ty(x) = (u”() — 3u"(£) + 20 (D)) + o () + Tut)
="' (t) — 3u” (t) + 3u/(t) + Tu(t).
Mit dem Ansatz u(t) = e* lesen wir das charakteristische Polynom ab:
PN =X =32 430+ T=A+ 1)\ —4r+7) = A+ 1) (X — 2+ V3i)(A — 2 — V3i).

Die Nullstelle A = —1 ist leicht zu erraten. Mit Polynomdivision kann diese dann ausgeklammert
werden. Die verbleibenden zwei Nullstellen finden wir zum Beispiel durch die pg-Formel. Ein Fun-
damentalsystem der Differentialgleichung in u lautet {uy,us2,us} mit

up(t) =e ", ug(t) = e sin(\/§t>, us(t) = e cos(\/§t>.

Wir setzen y;(x) = u;(In(x)), d.h.
y(z) = l, yo(x) = % sin (\/gln(z)), yo(z) = 2° Cos(\/gln(:r)).

X

Damit ist {y1, y2, y3} ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (i).
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(ii) Wir schreiben z = e’ und u(t) = y(e'). Mit den Rechnungen zuvor erhalten wir

0=1y"(2)2” + 2y (2)z — %y(x) = (u"(t) = /() + 2u'(t) — u(t)

— W)+ (t) — %u(t)

Mit dem Ansatz u(t) = e* lesen wir das charakteristische Polynom ab:

p(A):A2+A—i=<A+g) (A—é).

Ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung in u lautet also {u1,us} mit

e 31, ua(t) == ezt

u1(t)
3
-2

yl(x) =T 2, y2(l‘) =

Damit ist {y1,y2} ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (ii).

Aufgabe 9:

(i) Wir betrachten das Anfangswertproblem

y"' —4y =0,
y(0) =1, ¢'(0)=2.

Nutzen Sie einen Potenzreihenansatz y(z) = >~ yn2™ und bestimmen Sie die ersten finf Koeffi-
zienten 4o, Y1, .., ys4 der Losung.

(if) Wir betrachten das Anfangswertproblem

N el et
y(0) = -1, ¥'(0) =0,
Nutzen Sie einen Potenzreihenansatz y(z) = >~ yn2™ und bestimmen Sie die ersten fiinf Koeffi-
zienten yo, y1, . .., y4 der Losung.
Hinweis (Geometrische Reihe): Fiir s € [—1,1) gilt: Y07 ) s™ = 1.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 9:

Wir nehmen an, die Potenzreihe y(z) = >~ y,z" konvergiert fiir |z| < R. Dann ist y auf dieser Scheibe
glatt und es gilt fiir |z| < R:

[eS) )
y(@) =Y nyaa" "t =) (n+ ypra”,
n=1 n=0
y'()=> nn—1)yua" = (n+1)(n+ 222"
n=2 n=0

(i) Wir setzen den Potenzreihenansatz in die Differentialgleichung ein, ziehen die Summen zusammen
und erhalten fiir |z| < R:

0= Z(n +1)(n+2)ypqoz™ — 4 Z Ypa" = Z ((n+1)(n+ 2)ynt2 — dyn) ™.
n=0 n=0 n=0
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Damit diese Gleichung fiir alle |z| < R erfiillt ist, muss gelten:
VYn=0,...,00: 0=(m+1)n+2)ynt2 — 4Yn.

Damit erhalten wir die Rekursion:
4
ntn+2)"

Mit den Anfangswerten kénnen wir die ersten beiden Koeffizienten bestimmen:

VnENOZ Yn+2 =

! o ! S n
L=y(0)=go-1+> v0" =wo, 2=¢(0)=y1-14 Y (n+1)ya10" =1

n=1 n=1
Damit erhalten wir die ersten finf Koeffizienten:
Yo = 1) Y1 = 27
4-yo _ 4.y 4

O0+D0+2) BT Ornare 3
4~y2 _2

2+1)(2+2) 3
Eine gute Naherung um die Losung y des AWP um z = 0 ist also gegeben durch:

Y2 =

Ys = und so weiter.

4 2
zZynx”:1+2x+2x2+§m3+§x4.

Zusatz: In diesem Beispiel konnen wir die Potenzreihe auch exakt ausrechnen. Eine Induktion zeigt:
Yn = 527 Also: y(z) = Y07 ) 12" = e,

n=0 n!

(ii) Die Potenzreihe von g(x) :== 12— fiir || < 1 ist gegeben durch die Geometrische Reihe:

1 oo oo
q@) = ==Y a" =Y qua", mit g,:=1, ¥neNo.
— X

n=0 n=0

Fiir die Multiplikation von y mit ¢ rechnen wir mit dem Cauchy-Produkt fiir Reihen fur |z| < 1:

Y ) a) = Y D = Y (Z ykq"’“) P (Z y'“) '
=5 k=0

n=0 n=0 \k=0 n=0

Die Potenzreihe von f(x) := = fiir |z| < 1 ergibt sich leicht aus der geometrischen Reihe:

fl@)== L —Zx"“ Z an . mit fo:=0, f,=1, VneN.

Alle Potenzreihen setzen wir nun in die Differentialgleichung ein und erhalten fir |z| < 1:

0Ly @) 45w+ 2D ) 4y @) 4 y@al) — ()

= Z(n + 1)+ 2)yptoz” + Z(n + Dyp12™ + Z (Z yk> " — Z faz™
n=0 = = = n=0
= Z ( (n+1)( ”+2)yn+2+(n+1)yn+1+zykfn>
k=0

Damit diese Gleichung fiir alle || < 1 erfiillt ist, miissen alle Koeffizienten 0 sein. Wir erhalten also
fir alle n € Ny die Vorschrift:

0= (n+1)(n+2ynsz2+ (n+ D1+ D vk — fa
k=0
—(n 4+ DYni1 — Do Uk + fn
(n+1(n+2)

= Yn+2 =
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Mit den Anfangswerten kénnen wir die ersten beiden Koeffizienten bestimmen:

(o] o)
! " ! 0
“1=y(0)=yo-14+> 90" =9, 0=y0)=p1-1+ Y (n+1yns10" =y1.

n=1 n=1

Damit erhalten wir die ersten finf Koeffizienten:

y():—l,

y1 =0,

_ =0+ Dyopr — S oy tfo _ —0+1+0 1

. (0+1)(0+2) > 2

vy = (U Dy =Yg+ fi _ 23 -0-D+1 1
(1+1)(1+2) 6 6’

i = —(2+Dyaq1 — Zzzoyk‘f‘fQ:—3'%—(%+0—1)+1:i
(2-‘1- )(24—2) 12 19"

Eine gute Naherung um die Losung y des AWP um z = 0 ist also gegeben durch:
4
y(m)%;yn =—-140-z+ Qx +6x +Ex

Zusatz: In diesem Beispiel konnten wir die Potenzreihe auch exakt ausrechnen. Eine Induktion
bestétigt: v, = n(n ry- Also: y(z )=—-14+>>, ﬁaz" =(1—2z) - (In(1 —z) —1). Die Formeln
fiir die Induktion und das letzte ”=" benotigen viel Rechnung!
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