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Aufgabe 10:
Bestimmen Sie mit dem abgewandelten Potenzreihenansatz y(z) = 2 - >~ c,2™ eine Losung y; der
Differntialgleichung

22y’ + 32y + (1 — 2 —2?)y =0.

Nutzen Sie dann wie im Satz der Vorlesung den Ansatz yo(z) = In(z)yi (z) + 2 - Y, dpa™ mit dy =0
und bestimmen Sie die nichsten 4 Koeffizienten dy, ..., ds mit ¢y als Parameter.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 10:
Wir nehmen an, die abgewandelte Potenzreihe y(z) = 2 - >°° [ cpa™ = > 7 (¢, a™t? konvergiert fiir
€ (0, R). Dann konnen wir sie zweimal ableiten und die Ableitungen lauten:

y'(z) = Z en(n + p)a™ e, Y (x) = ch(n +p)(n—1+ p)xn—2+p'
n=0 n=0

Wir setzen dies in die Differentialgleichung ein, shiften gegebenenfalls im Summationsindex und sortieren
nach den Potenzen von x:

0= 2%y (2) + 3uy'(x) + (1 — = — 2*)y(x)

o0 (o]

Z (n+p) n—1+p)"2+p+3x~ch(n+p)"1+p+ (1—2—2%) chx

n=0 n=0
o0
= caln+p)(n—1+p)z ”+P+230n n+ p)a ”+p+z% *ch—lxn“*zc"—?xn“
n=0 n=0 n=0 n=1 n=2

= (co(0+ p)(0 = 1+ p) +3co(0+ p) + co) 2°* + (cx(1+ p)(1 = 14 p) + e (1 + p) + e1 — ero1) &' P
+ Z (en(n+p)(n—1+p)+3cp(n+p)+cn—cno1—cpo)a™t?
n=2

=co(p+1)Y°af+ (01 (p+2)° - co) TP 4 Z (cn (n+1+p)° —cpq — Cn—Z) "t
n=2

Beim Term z” lesen wir die definierende Gleichung fiir p ab:

0= (p+1)? & p=-L

Wir merken uns fiir spatere Schritte: Die quadratische Gleichung in p liefert p = —1 mit Vielfachheit 2.
Wir rechnen nun die weiteren Koeffizienten ¢, fiir n € N\ {0} in Abhéngigkeit von ¢y aus:

! 2
O=c1(p+2)"—co=c1—co < = co,
! 2 Cn—1+ Cn—2

2
0=cy (n +1+ P) —Cn—1 —Ch—2 =CpN" — Cn—1 — Cn—2 <  Cp = n2
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Um eine Intuition fiir die geschlossene Vorschrift zu raten, rechnen wir die ersten 5 Koeffizienten mit der
Rekusionsformel aus:

€1 = Co C2 = ate 1CO 3 = era_ lc0
’ T4 2 9 6
c:c3+02:ic c:c4+cgzic
4 16 247" E 25 120"

Wir erkennen in den Vorfaktoren Fakultdten. Eine Induktion zeigt: ¢, = %CO (wir lassen den Beweis hier
aus). Somit haben wir eine Losung y; gefunden durch:

oo (oo} 1

_ e
y1(x) =z’ - g e =271 ¢ g —x”:cog.

n=0 n=0

Wie im Satz aus der Vorlesung machen wir den modifizierten Ansatz yo(z) = In(z)y1 (z) +2”- Y " o dna"™.
Wir rechnen die ersten beiden Ableitungen aus und setzen an geeigneten Stellen y;(z) = Y oo ¢ a™*
ein:

yo(2) = In(@)yr (@) + 3 dpa™?
n=0

yo (@) = (@) () + Y (en + du(n + p))a" " = In(2)y; (2) + 27 Y (o +du(n+p)) 2™+

n=0 n=0
(@) = W@ @) + S (00 +du(nt p)) (1= 1+ p) + enln + p)) 2720
n=0
= In(z) QZ W+ p)(n— 1+ p)+ca(2n — 1+ 2p)) 2"+

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert:
0= 22y} (v) + Buyh(x) + (1 — 2 — )y ()

= In(z) (2?yy () + 32y () + (1 -z — 2?)y +Z n(n4p)(n =14 p) + cn(2n — 1+ 2p)) "7
=0

+ 32 (en+dn(n+p))z" ™ + (1 -2 —2?) Zdnx”+p

n=0 n=0
= (do(0 4 p)(0 =14 p) + co(0 — 1+ 2p) + 3(co + do(0 + p)) + do) 2°*+*
+(di(1+p)(1 =14 p)+c1(2—1+2p) +3(ci +di(1+ p)) +dy — do) x* 17

+Z n(n+p)(n—14p)+cn(@n—1+2p) +3(cn +dn(n+p)) +dp — dny — dyy_z) "7

n=2

- (do (p+1)%+ 200 (14 p)) 2+ (dy(p + 2)2 + 201 (p + 2) — do) 2***

+Z ( (n+p+1)* —dny —dn_2+20n(n+p+1)) e,
n=2
Wir setzen p = —1 ein:

0= (do-0%+2c0-0) 2" + (dy + 2¢1 — do) + > (dnn® = dny = dp—a + 2ncy) 2"
n=2

Damit kénnen wir mit d,, fiir n € N in Abhéngigkeit von ¢y bestimmen.

0=dy +2¢ — dy & dy =dy — 20,
dy— dy— 2 dy— dy— 2
O;d,LnQ—dn_l—dn_2+2ncn = dnzLQM—ﬁ: nlt”2—| Co.
n n n n.-n
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Wir rechnen damit die ersten 5 Koeffizienten in Abhéngigkeit von ¢y aus. Auflerdem setzen wir dg = 0
ein.

di+dy 1 dy+d; 1 4

d1 = —2cy, do = 14 0—5602—007 ds = 29 1_§COZ_§CO’
d_d3+d2_ic__lc d_d4+d3_ic__ﬁc
T 16 48707 9™ DY 300 900 "

Bemerkung: In geschlossener Form konnen wir (ohne Beweis hier) schreiben:

x x

ya(x) = ue— Fr - FE1(2x), mit E,(z) = / e " .t7%dt, p,veR.
T x 1

Die Funktion FE, ist ein sogenanntes elliptisches Integral und konvergiert fiir komplexe Zahlen z mit
Re(z) > 0.

Aufgabe 11:
Fiir eine Funktion u: R™ — R, n > 2, definieren wir den Laplace-Operators in kartesischen Koordinaten
0%u 0%u
Au=—5+...+ —.
" ox? et ox2

Wir suchen in dieser Aufgabe Loésungen u: R” — R von —Awu = Au fiir ein A > 0, wobei u eine

radialsymmetrische Funktion ist, d.h. wir kénnen u(z) = v(r) fiir r :== \/2? + ... + 22 und eine Funktion
v: [0,00) = R schreiben.

(i) Zeigen Sie: Au(z) = v”(r) + =20/ (r).
(if) Fihren Sie die Transformation v(r) = r~%w(r) durch. Finden Sie o € R so, dass w eine Losung von
r2w’ (r) + rw'(r) + ()\rz - (2- 1)2) w(r) =0 ist.
(iii) Fihren Sie die Transformation w(r) = z(8 - r) durch. Finden Sie 8 > 0 so, dass z eine Besselsche

Differentialgleichung 16st.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 11:

(i) Wir untersuchen, wie der Laplace-Operator fiir eine radialsymmetrische Funktion u: R™ — R aus-
sieht. Hierfiir berechnen wir zu erst die partiellen Ableitungen von 7:

ou dv Or

T

W) =) > G T @ am
L Ou_ v for N e O, oaf (1 ad
ox?  dr2 \Ox; dr 0x? r2 ro or3)’

Der Laplace-Operator hat also die Gestalt:

n
9%u

Ay = — =
2
4
z’:1a i

n n
" 1 2 / 1 1 1 2 " n_ll
v-—2~2xi—|—v~f-n—v-—3§xi:v + —.
r c r re - r
i=1 i=1
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(if) Wir fithren nun die Transformation v(r) = r~%w(r) durch. Dann gilt:
Av(r) =
v(r) =
v (r) =

Setzen wir dies und Teil (i) in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir:

Ar~%w(r),
—ar™* () + 7% (1),

ala+ 1)7’70‘7211)(7’) - 2041"70‘7111/(7’) + %" (r).

n—1

0= Au(z) + \u(z) = v"(r) + v'(r) + o(r)

=r 72 (PP (r) + (n—1=2a) - rw'(r) + (Ar* —a(n—a—2))w(r)).
Wir wollen den Faktor vor rw’(r) auf 1 bringen. Also 16sen wir auf:

1;71—1—204 = a=——1.

n
2

Setzen wir dieses « ein, so erhalten wir:

0 = r2w”(r) + rw'(r) + ()\7’2 - (g — 1) (n - % +1-— 2)) w(r)

— 12w (r) + ru'(r) + (w -(5- 1)2> w(r).

(iif) Wir fiithren nun die Transformation w(r) = z(8 - r) durch. Dann gilt:
w'(r) = B'(Br),  w'(r) =" (Br).

Setzen wir dies in das Resultat aus Teil (ii) ein, so erhalten wir:
0= r2w”(r) + rw' (r) + <)\r2 - (g - 1)2) w(r)
2
= (2" )+ (o012 )+ (5(r = (5 1))
A 2
= s22"(s) + 52/ (s) + <ﬂ252 — (g — 1) ) 2(s),

wobei wir im letzten Schritt die neue Variable s := fr eingefithrt haben. Wir erkennen: Fiir 3 := v/A,
erfiillt z die Besselsche Differentialgleichung (% — 1)—ter Ordnung:

0= s%2"(s) + sz'(s) + <52 — (g - 1)2) 2(s).

https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm3phys2020w/ Seite 4 / 4


https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm3phys2020w/

