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Aufgabe 12:
Wir untersuchen in dieser Aufgabe, wie sich superlineares Wachstum der rechten Seite in y auf die
maximale Existenzzeit von Losungen auswirken kann.

(i) Losen Sie fiir & > 1 mit der Methode der "Trennung der Variablen” das Anfangswertproblem

y =y,
{y(O) =1,
und geben Sie das maximale Existenzintervall I = (—00, Tyqz () an. Wie verhélt sich Ty,q. () fiir
a — oo und fiir a \ 17
(ii) Losen Sie mit der Methode der "Trennung der Variablen” das Anfangswertproblem

Y =y-In(y),
y(0) =e.

(iii) Rechnen Sie nach: (u(t),v(t)) := (sin(t), cos(t)) 16st das Anfangswertproblem
u' = (u?+02) v,
v = —(u? +v?) - u,

u(0) =0, v(0)=1.

Beobachten Sie in Teil und (iii): Die rechte Seite wéichst stirker als linear und trotzdem existiert
die Losung fiir alle Zeiten! Der Satz aus der Vorlesung ist also eine hinreichende aber keine notwendige
Bedingung.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 12:

(i) Wie in den fritheren Aufgaben zur "Trennung der Variablen” rechnen wir:

—et y(@) q x 1 n=y(z) B
vy & / —dn = / 1ds & { 7710‘} =[s]32
y(o = 1a 1 na 0 l1-a n=1

1

1

& my(m)l_a—m-lzm—() & y(x)z(l(all)x)al.

Da a—1 > 0, hat die Losung y genau eine Polstelle bei 2,4 = ﬁ Das maximale Existenzintervall

ist damit J = (—o0, =15), d.h. Thes(a) = 5. Wir erkennen: Tpna,(a) — oo fiir a \, 1 und
Tinaz(@) = 0 fiir & — oo. Dies passt zur Heuristik: Falls o = 1, dann ist die Differentialgleichung
linear und die Losung exisitert fiir alle Zeiten. Falls « sehr grof§ ist, dann ”explodiert” die rechte
Seite in kurzer Zeit. Denn die Losung wéchst zum Zeitpunkt ¢ = 0 (Anfangswert einsetzen), dann
ist y(0+¢) > 1 = y(0), also y(0+¢€)? ist sehr groB, y wichst noch schneller und eine Kettenreaktion

setzt ein. Die Existenzzeit wird sehr klein.
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(if) Wir rechnen:

=y w@) . . In(y(@)) |
v =y-In(y), & / 7dn:/ 1ds a0 / “dz=2-0
y(0) =e, e n - In(n) 0 1 z

& In(n(y)-In()=z-0 < ylz)=e ).

Die Losung y 16st das AWP auf ganz R, d.h. das maximale Existenzintervall lautet I = R. Beachten
Sie: Die rechte Seite wéchst schneller als linear, d.h. es gibt keine Konstante ¢ > 0, so dass fiir alle
y >0 gilt: |y - In(y)| < c- (14 [y).

(iii) Die Funktion (u,v): R — R2, (u(t),v(t)) := (sin(t), cos(t)) erfiillt die Anfangsbedingungen u(0) = 0,
v(0) = 1. AuBlerdem rechnen wir nach:

)2+ 0(t)?) - v(t) = (sin(t)® + cos(t)?) - cos(t) = cos(t) = u/(t),

—(u(®)? + v(t)?) - u(t) = —(sin(t)® + cos(t)?) - sin(t) = —sin(t) = v'(t).

—
<

—~
~

Also ist (u,v) eine Losung des AWP mit Existenzintervall R. Beachten Sie: Die rechte Seite des
Differentialgleichungssystems wéchst etwa wie die dritte Potenz von |(u,v)|, = vu? + v? (Euklidi-
scher Betrag). Das heifit, auch bei einer polynomiell wachsenden rechten Seite kann das maximale
Existenzintervall ganz R sein. In dieser Teilaufgabe kénnen Sie beobachten, dass die rechte Seite

(u? + v?) (_Uu> senkrecht auf der Lésung (Z) steht. Dies sagt uns (ohne Beweis hier), dass die
GroBe E(t) := |(u(t),v(t))]; = Vu? + v? eine Erhaltungsgréfe ist und die Losung beschrénkt bleibt.

Aufgabe 13:
Wir nutzen in dieser Aufgabe eine niitzliche Abschitzung zur Picard-Iteration. Betrachten Sie das AWP

(*) {y/ = f(m,y)

y(z0) = Yo,
mit xg,yo € R und f: R x R — R Lipschitz-stetig in der zweiten Komponente mit Konstante L, d.h.
Vﬂf,%Z eR: ‘f(xay) —f($,Z)| <L |y—2‘

Wie in der Vorlesung schreiben wir den Picard-Operator: T'(y)(z) == yo + f;o f(t,y(t)) dt. Wir definieren
nun das Intervall T = [2g — Tz, 0 + Tmaz] Mit Thes < % Wir schreiben die Picard Iteration als
Yn+1 = T (yn) mit Start yo(t) = yo.

(i) Rechnen Sie nach, dass T eine Selbstabbildung auf C(I,R) ist und zeigen Sie, dass T Lipschitz-stetig
mit Lipschitzkonstante o := LT},4, < 1 ist.

(ii) Geben Sie eine Anzahl Iterationsschritte N = N(yo, Trnaz, L, maxy | f(-,y0)|) an, sodass die Appro-
ximation yy hochstens einen Abstand von 1072 zur Losung y. des AWP hat.

Hinweise: Wir messen "Léngen” hier in der Maximumsnorm auf I, d.h. ||z]| = max,es |2(z)|. Nutzen
Sie ohne Beweis die a-priori Abschétzung ||y, — yn|l., < %Hyl — 0|l - Optimalitdt von N ist in (ii)
nicht verlangt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 13:

(i) Wir rechnen zu erst die Eigenschaft ”Selbstabbildung” nach. Sei y: I — R stetig. Dann ist nach
der Kettenregel die Funktion z — f(z,y(z)) stetig. Nach dem Hauptsatz der Integralrechung ist
x f;o f(t,y(t)) dt differenzierbar, also insbesondere stetig. Damit ist also auch T'(y)(z) = yo +

f;o f(t,y(t)) dt stetig. Da das Intervall I abgeschlossen und beschriankt (also kompakt) ist, ist 7'(y)
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beschrénkt.
Als néchstes zeigen wir die Lischitz-stetigkeit von T'. Seien y, z € C(I,R). Wir rechnen:

I7(0) = Tl = ma T 0) = T ) = mag oo+ [ ftea@) =0~ [0

= max
zel

/w fty@) = f(E, 2(1)) dt‘ < max /L [F(t,y(8) — f(t, 2(¢)[ dt

zel o

<max [ L fy(t) — #(0]dt < max [ Loy 2l dt = Lmas -y 2l
re

zel Zo Zo
Damit ist T" Lipschitz mit Lipschitzkonstante o := LT,,q.. Nach Annahme ist Th,q, < %, also a < 1.

(ii) Wir nutzen die a-priori-Abschitzung ||y, — yn|lo < % a||2/1 Yol aus dem Hinweis. Unser Ziel
ist, die rechte Seite durch Vergréflern von n kleiner als 10~ 2 zu bekommen. Dazu schétzen wir zuerst
ly1 — yoll o, ab. Mit der konstanten Funktion yo(t) = yo, vorgegeben durch den Startwert, rechnen

wir:
/x f(t, y()) dt'

T T
< t dt < t dt =T, . t .
mae 170090014 < ma [ e 14,3001t = Ty e 1 0)

vo + / F(tyo(8)) dt — yo

lly1 = %ol = IT(0) — yollc = max = max

Eine hinreichende Bedingung erhalten wir also durch:

aN aN
9 = ynlloo < 72 91 = wolloo < 17Tmaz max | £(t, 50)] <1072
Die letzte Ungleichung formen wir dquivalent um zu

aN 100 Y
7Tmaz ta < 1 -2 7Tmam ta < -
T () <1072 & 20T () < ()

I (19— e maier /(1 90)1 )

<N
1
1“(LTWM )

ADb einem solchen N koénnen wir fiir n > N garantieren, dass der maximale Abstand der Poincare-
Approximation zur Lésung héchstens 102 betrigt. Dieses N ist sicherlich nicht optimal, aber eine
berechenbare Grofie.
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