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Aufgabe 14:
Wir betrachten das Anfangswertproblem
. L7 2 1 -1 1 4
"'=A b(t tel -
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(i) Bestimmen Sie eine Fundamentalmatrix, also eine matrixwertige und differenzierbare Funktion
®: I — R>3 mit &'(t) = A- ®(t) und det(P(t)) # 0 fiir alle t € R.

(ii) Nutzen Sie die ”Variation der Konstanten”-Formel fiir Systeme aus der Vorlesung, um eine Losung
des Anfangswertproblems (%) zu bestimmen.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 14:

(i) Wir beginnen damit, das Charakteristische Polynom der Matrix A zu bestimmen. Wir nutzen hierzu
die Leibnitzsche Entwicklungsregel in der dritten Spalte und der Formel fiir 2 x 2-Determinanten:
2—A 1 -1
pa(A) = det(A — AI3) = det F 2= 0

2—A 1 2—A

= — . 1. 3

—e-n-(e-ve-v-1- ) 1 (T ey

B 3 3 3

=2-A)(N=42+3)=2-N)1-N)(B=N).
Die Eigenwerte lesen wir ab als 1, 2 und 3. Da wir im R? arbeiten, wissen wir schon jetzt, dass
A diagonalisierbar ist. Nun berechnen wir Mithilfe des Gauf-Algorithmus und dem ”—1 Trick” die
zugehorigen Eigenrdume:
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Eig(A4,3) = Kern(A — 3 - Is) = Kern
1 -1 1 j+
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Wir haben bei den Eigenverktoren noch die Wahl der Skalierung. Wir entscheiden uns in dieser Auf-
gabe dazu, sie so zu skalieren, dass nur ganze und moglichst viele positive Zahlen in den Koordinaten

stehen. Damit erhalten wir die Eigenpaare:
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3 0 3
M=1, 7W=1-1], No=2, 7@ :=1[1], Ns=3, 7@ =11
2 1 -2
Wir definieren nun
3¢t 0 3e
O:R = R¥3, @(t) = (e)\lt,[—}»(l) ‘ et (2) | e)\gt,l—)»(S)) N
2et 2t —2¢3

Oft werden die Eigenvektoren auch so skaliert, dass det(®(#9)) = 1. Unsere Matrixfunktion erfillt
nach Konstruktion ®'(¢) = A-®(t). Nach der Vorlesung gilt det(®(t)) # 0 fiir alle ¢ € R genau dann,
wenn det(®(7)) # 0 fiir ein 7 € R. Wir berechnen die Determinante deshalb nur am Startwert. Hier-
zu nutzen wir den Gauf3-Algorithmus und die Tatsache, dass die Determinante einer Diagonalmatrix
aus dem Produkt der Diagonaleintrége besteht:

3 0 3 3 0 3 + 6 0 0
det(®(0)) =det | -1 1 1 -1 =det| -1 1 1 j+ =det {0 1 O
2 1 =2 ]4— 3 0 -3 3 3 0 =3

=6-1-(—3)=—18.

Wir haben damit eine Fundamentalmatrix gefunden.
Bemerkung: Falls Sie nicht den Satz aus der Vorlesung nutzen mochten, so sieht man mit der
Multilinearitit der Determinantenfunktion sofort det(®(t)) = e(*1+32+33)t det($(0)) = —18e5.

Bevor wir die "Variation der Konstanten”-Formel fiir Systeme aus der Vorlesung nutzen koénnen,
benotigen wir die Inverse von ®(¢). Wir tiberspringen diese Rechnung hier und geben nur das
Ergebnis an:

fert —det Lot
VieR: o) ! = 0 §e*2t ze 2
1,—3t e—3t _%6731‘/

Damit rechnen wir:
t

50 = 2(02(10) o+ 8(0) [ 2(5)5(s)ds
to
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Aufgabe 15:
Wir betrachten nochmal ein Anfangswertproblem wie () wie in Aufgabe 14 und werden die Losung
mithilfe von Ahnlichkeitstransformationen bestimmen.

(i) Sei T € R3*3 eine invertierbare Matrix und D € R3*? eine Diagonalmatrix, sodass A = TDT 1.
Substituieren Sie Z'(t) := T~ 17(t). Zeigen Sie, dass Z ein AWP der Form

f() tel,

16st. Bestimmen Sie f und Zp-

(ii) Beobachten Sie: Da D eine Diagonalmatrix ist, entkoppelt das System (¢). Das heifit, Sie konnen
jede Zeile einzeln und unabhéngig von allen anderen Zeilen 16sen!

(iii) Nutzen Sie Thre Berechnungen aus Aufgabe 14 Teil , um 7" und D wie in Teil zu bestimmen.
Losen Sie das System ¢, transformieren Sie zuriick und geben Sie die Losung y des AWP (x) an.

Bemerkung: Diese Strategie lasst sich auch fiir andere (evtl nicht-diagonalisierbare) Matrizen nutzen,
um mit ({i) das eventuell leichter zu 16sende System (¢) zu erhalten. Besonders vorteilhaft sind Systeme
mit Dreiecksstruktur in D (siche Skript).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 15:

(i) Wir bestimmen die Ableitung von Z' und nutzen die Differentialgleichung des AWP (x):

b (t))

—

7= (1) =17 €1 = TITDT V() + T'5 (1)

= DZ(t) + T 'b(¢).

1 (Ag(t) +

Wir setzen f(t) := T=1b(t). Fiir den Anfangswert gilt: Z(to) = T (to) = T 1§,. Wir setzen
Zy =T~ 4y. Damit 16st z das AWP (o).

(ii) Wir schreiben die Diagonalmatrix als D = diag(ds, d2, d3) und schreiben die Matrizen und Vektoren

in (o) aus:
z1(t) di 0 0\ [z(t) fi(t)
281 =10 da 0 )|+ | O], tel,
(o) z3(t) 0 0 d3) \z() f3(t)
z1(to) 20,1
zo(to) | = | 202 | »
z3(to) 20,3
z1(t) =di-21(t) + f1(t), te,
W) {21(t0) = 20,1,
und
25(t) =do - 22(t) + fot), tel,
< @) {22(750) = 20,2,
und
tel,
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Diese 3 Systeme konnen einzeln und unabhéngig der anderen gelost werden, z.B. mit der "Variation
der Konstanten”-Formel:

¢
zi(t) = etit=to) 50 s 4 ed"t/ e 4% f;(s)ds.

to

(iii) Aus den Eigenpaaren

3 0 3
M=1, W =-1], A=2 @ =[1], A:=3 7@ =1
2 1 -2
lesen wir die Ahnlichkeitstransformation ab:
A0 0 1 0 0 3 0 3
D=0 X 0 02 0|, T= (17(1) | 5@ | 6(3)) (-1 1 1
0 0 X3 0 0 3 2 1 =2

Da T = ®(0), haben wir die Inverse von T schon in Aufgabe 14 bestimmt:

1 1 1

6 66

‘=10 2% %
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6 6 6

Damit berechnen wir:

g -1z %ei > —1- é
J@)=T""bt)=| 3¢ |, Zg=T"9Jo=| 3
1t g
6° 1

Wir 16sen die entkoppelten Anfangswertprobleme mit der ”Variation der Konstanten”-Formel:

) 2 (t) = z1(t) + €', tel,
21(0) = 17727
7 K 746t
_ t. o t —s S — t
& znt)=e 12Jre/oe e®d TEL
@) Z(t) = 220(t) + 2ef, tel,
2(0) = 3,
o P _ A2t 1 2t ! —282 s __at 2t
oty =e* - - +e e e’ds=——e" + e,
3 , 3
3) 24(t) = 3z3(t) — et tel,
23(0) = §,
3 ! 1 1
& z(t) =¥ 1 —|—egt/0 e 3¢ (—663> ds = Eet—l— 3e3t
Damit lautet die Losung des AWP (o):
716t ot
2(t) = | —2ef + o
3

1% 2.3t
12¢ t 3¢
Nach Riicktransformation erhalten wir die Losung ¢ des AWP (x):
443t et + 263t

g(t) — Tg(t) — _7+3tet 4 eZt + %6315
143t ¢t 2t 4 3t
T3 ¢ ftet—g3e
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