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Aufgabe 16:
Wir wollen in dieser Aufgabe e fiir eine diagonalisierbare Matrix berechnen. Sei
2 0 0
A=1{3 % f%
3 -3}

(i) Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix 7' € R3*? und eine Diagonalmatrix D € R3*3, sodass
A=TDT™ ! gilt.

(ii) Zeigen Sie: A" = TD"T~! fiir n € Ny.
Erinnerung: Man definiert B° = I3 fiir jede Matrix B € R3*3,

(iii) Berechnen Sie eP und damit e?.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 16:

(i) Wir berechnen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A. Dazu bestimmen wir zuerst das Charak-
teristische Polynom:

1 _ _3
pa(\) ==det(A—X-I3)=det | 3 1-Xx -3 :(Z—A)-det(Q A 2)

_(2- ) ((; /\>2 - (j)) — (2= N)(=1= N2 - ).

Nun bestimmen wir die zugehorigen Eigenrdume:

3 0 0 -1 9-1 -3
Eig(A,—1) =Kern(A — (-1)-I3) =Kern |3 3 -3 ]+

| -2
1 3
3 3
3 3 * *

3 —
1 0 0
=Kern -1 = —1)),
0 0 -1
0 0 0
Eig(A,2) =Kern(A—2-I3) =Kem |3 -3 -3 _1|.%1
3 —% —% ]+
b -3 ;) -3
=Kemn [0 0 O =({{-1],10|)
0 0 0 0 -1
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Wir multiplizieren mit —1 bzw. mit —2, um moglichst viele betragsméafig kleine, positive und ganze
Zahlen in den Eigenvektoren zu erhalten. Unsere Eigenpaare lauten dann:

1 1
M=-1, vp=|1], Aoi=2, =121, A3=2, v3=1[0
1 0 2

Wir kénnten auch jede andere linear unabhégige Linearkombination der Vektoren ¥ und 3 nehmen.
Nun erhalten wir die Ahnlichkeitstransformation durch:

A 00 -1 0 0 011
D=0 X 0]=(0 20|, T=(@|®h|v)=(1 20
0 0 A 0 0 2 10 2

Damit gilt A = TDT~!. Fiir spiter geben wir nun noch die Inverse von T an:

-1 1 1
i1 1 A
S T
2 4 4

(ii) Wir beweisen die Aussage per Induktion. Beachten Sie, dass wir hier nicht speziell auf die Struktur
von A, D und T eingehen. Es geniigen allein die Aussagen, dass alle Matrizen quadratisch sind, T’
invertierbar ist und A = TDT ! gilt.

Induktionsanfang fir n = 0:
Nach Definition gilt A° = I3. Wir rechnen auBerdem: TD°T~! = TI;T~! = I3. Somit gilt die
Behauptung fiir n = 0.
Induktionsvoraussetzung (IV):
Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges, aber festes n € Ny.
Induktionsschluss von n zu n + 1:
(1v) _ _ B 3
At = A" A= TD"T ' T DT =TD" - DT~ ' =TD""'T~ 1.
——
=1,
Also gilt die Behauptung auch fiir n + 1. Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt die
Behauptung damit fiir alle n € Nj.

(iii) Mit der Reihendarstellung der Exponentialfunktion und dem Wissen 7D is eine Diagonalmatrix”

berechnen wir e”:
] 001—100"001(—1)n00
D _ n 7 — _ n

” =3 T b S0 2 0) = > ! 02" 0

n=0 n=0 0 0 2 n=0 0 0 2™

Sy (=1 0 0 et 0 0

= 0 S 2n 0 =10 e 0
0 0 Sy 2n 0 0 ¢

Mit genau dieser Rechnung koénnen Sie auch exp(diag(pu1,...,un)) = diag(exp(p1), ..., exp(un))
fiir beliebige p; € C zeigen. Nun berechnen wir ¢4 mit den Teilen (i) und :

1 @)~ 1 — 1
P =3 A" =N —TD"T ' =T < |D"> T =TePT !
ne0 n: ne0 n: ne0 mn.
0 1 1\ /e 0 0) /-1 % 3 e? 0 0
=t 2 0][0 ¢ oLt I Jl)—f_etiqe? lelqle? Lot le?
]. 0 2 0 0 62 i 71 l —671 +e2 7671 _ iez ie*l + EGQ
2 4 4 2 2 2 2

Bemerkung: Diese Technik funktioniert nicht nur mit exp: R — R, sondern mit jeder Funktion, die
sich global in eine Potenzreihe entwickeln ldsst. Man nennt dieses Erweitern von Funktionen auf R zu
operatorwertigen Funktionen RY*N — RN*N einen Funktionalkalkiil.
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Aufgabe 17:
Wir untersuchen in dieser Aufgabe das asymptotische Verhalten eines homogenen Anfangswertproblems.
Betrachten Sie

. . -1 -1 0
"= Aj, teR

(L A PER a2 21 o
¥(0) = %o 0 0 1

Fiir welche Startwerte 4, € R3 ist ¢/(¢) fiir ¢ > 0 unbeschriinkt, fiir welche 7y € R? ist 7(¢) fiir t > 0
beschriinkt und fiir welche 3y € R? gilt 77 (t) — 0 fiir ¢ — 0o? Beziehen Sie in Ihrer Antwort die Eigenwerte
und Eigenvektoren von A ein.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 17:

Wir bestimmen zu erst eine Fundamentalmatrix ® mithilfe der Matrixexponentialfunktion. Dafiir berech-
nen wir zu erst die Eigenwerte und die zugehdrigen Eigenvektoren von A. Das Charakteristische Polynom
lautet:

“1-A -1 0 I
pa(A) =det(A — X I3) = det -1 -1-Xx 0 =(1—-A)-det
0 0 1-2x LA

—(1- N (1= = (-1)%) = (1= A0~ A)(~2 - A).

Also lauten die FEigenwerte von A: —2, 0 und 1. Wir berechnen die zugehérigen Eigenrdume:

1 -1 0
Eig(A,—2) :=Kern(A — (-2) - I3) = Kern | —1 0 j+

1
0o 0 3/ -3
1 -1 0 -1
=Kern |0 0 0] =([-1]),
0 0 1 0

Eig(A4,1) =Kern(A—1-I3) =Kern [ -1 -2 0 |- (=2)
0 0 0
100 0
=Kern |0 1 0] =(| 0 ]).
00 0 -1

Wir beobachten, dass die Eigenvektoren senkrecht aufeinander stehen (dies liegt daran, dass A = AT).
Deshalb bietet es sich an, die Eigenvektoren auf Euklid-Norm 1 zu skalieren. Unsere Eigenpaare lauten
dann:

1 1
)\1 = —27 1= ﬁ 5 )\2 = O, 9 = —% s Ag = 17 V3 = 0
0 0 1
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Nun erhalten wir die Ahnlichkeitstransformation von A zu einer Diagonalmatrix durch:

MO0 2 0 0 75 5 0
D = 0 )\2 0 = 0 0 0 s T := (171 | ’UQ | 173) = % —% 0
0 0 A3 0 0 1 0 0 1

Damit gilt A = TDT~!. Wir geben noch die Inverse von 7" an. Diese entsteht durch transponieren, da T
orthogonal ist (Spalten stehen senkrecht aufeinander und haben alle Euklid-Norm 1):

1 1 0

V2 V2
I'=|5% -5 0

0 0 1

Damit kénnen wir mit der Matrixexponentialfunktion eine Fundamentalmatrix ®(¢) := ¢4 konstruieren
und das AWP l6sen. Mit dieser gilt: § 16st (*) genau dann, wenn () = ®(¢)yo. Wir geben zwei Varianten
an, wie diese Aufgabe weiter gelost werden kann:

Variante 1: explizites Rechnen.
Wir rechnen die Losung des AWP (x) explizit aus.

(I)(t) :etA _ eT~tD-T’1 —T. et I A S ediag()\lt,)\zt,Agt) -T71 T. d1ag( At e>\2t Ast) T 1
7o O\ fe* 0 0\ /(s s O ey —ge¥ig 0
=L -L o0 0 1 0L —L o)=1{Zle-1 Lle24l 0
72 NG t V2 V2 2 22 2 ¢
0 0 1 0 0 e 0 0 1 0 0 e
Mit der Fundamentalmatrix gilt:
Y0,1— yo 2 Yo, 1+y0 202t
g’ 16st (*) = :Ij(t) — q;(t)g’o RN g‘(t) — | —¥o. 1+yo 2 4 Yo 1+yo 202t

yo,3e

Betrachten wir alle 3 Komponenten, so sehen wir: Die Losung ¢ ist fiir ¢ > 0 beschrankt, genau dann,
wenn yo,3 = 0. Weiter gilt: /(¢) — 0 fiir t — oo genau dann, wenn yo 3 = 0 und yo,1 = yo,2. Dies entspricht
genau den Relationen zu den Eigenvektoren der zweiten Variante.

Variante 2: Ausnutzen der Basis aus Eigenvektoren.
Die Eigenvektoren v7, U5 und 93 bilden eine Basis, da A diagonalisierbar ist. Es existieren also a;, asg, a3 €
C mit: 9o = a1V + as¥s + azvs. Da die Eigenvektoren paarweise senkrecht aufeinander stehen und auf
Euklid-Norm 1 normiert sind, bilden sie sogar eine Orthonormalbasis. Solch eine Basis kann immer dann
konstruiert werden, wenn A = AT, Damit gilt dann «; = (4|7;). Wir erinnern uns, wie 7! auf den
Eigenvektoren operiert: T~1%; = €, wobei €; der i-te Standartbasisvektor ist, d.h. 1 in der i-ten Kom-
ponente und 0 sonst. Auflerdem ist die Multiplikation von Diagonalmatrizen mit Standartbasisvektoren
leicht zu berechnen: diag(u1, ..., p#n)€; = pi€;. Damit kénnen wir die zeitliche Entwicklung der Losung
des AWP geschickt darstellen:
g(t) = (t)go = T - diag(eM, e, X") - T™" - (1 ¥ + aily + i3T3)

=T - diag(e Mt et /\St) (1€) + a2€) + azey)

=T- (ale)‘lte + age)‘zte + aze™s té'g)

= aleA”vl + age”\ “Uy + 0&38)\ Us.
Wir sehen also fiir unsere diagonalisierbare Matrix: Der Anteil des Startvektors ¢y in Richtung des i-
ten Eigenvektors, entwickelt sich mit e** = eRe(A)!(cos(Im(\;)t) + isin(Im()\;)t)). Eigenvektoren, bei
denen der Eigenwert einen positiven Realteil besitzt, werden exponentiell verstiarkt, Eigenvektoren, bei
denen der Eigenwert einen negativen Realteil besitzt, werden exponentiell geddmpft fiir wachsende Zeiten
t und Eigenwerte mit Realteil gleich 0 behalten ihren Absolutwert bei. Damit folgern wir mit unseren
Eigenwerten Ay = —2, Ay = 0 und A3 = 1: Die Losung ¥ ist fiir £ > 0 genau dann beschrinkt, wenn
ag = 0. y(t) — 0 fir ¢t — oo genau dann, wenn ag = ag = 0. Diese Bedingungen kombiniert mit
a; = (§o|U;) entsprechen genau den Bedingungen aus der ersten Variante.
Bemerkung: Falls A nicht diagonalisierbar ist, so kann auch polynomiales Wachstum vorkommen.
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