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Aufgabe 16:
Wir wollen in dieser Aufgabe eA für eine diagonalisierbare Matrix berechnen. Sei

A :=

2 0 0
3 1

2 − 3
2

3 − 3
2

1
2


(i) Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix T ∈ R3×3 und eine Diagonalmatrix D ∈ R3×3, sodass

A = TDT−1 gilt.

(ii) Zeigen Sie: An = TDnT−1 für n ∈ N0.
Erinnerung: Man definiert B0 := I3 für jede Matrix B ∈ R3×3.

(iii) Berechnen Sie eD und damit eA.

Lösungsvorschlag zu Aufgabe 16:

(i) Wir berechnen die Eigenwerte und Eigenvektoren von A. Dazu bestimmen wir zuerst das Charak-
teristische Polynom:

pA(λ) := det(A− λ · I3) = det

2− λ 0 0
3 1

2 − λ − 3
2

3 − 3
2

1
2 − λ

 = (2− λ) · det
( 1

2 − λ − 3
2

− 3
2

1
2 − λ

)

=(2− λ) ·
((

1
2 − λ

)2
−
(
−3

2

)2
)

= (2− λ)(−1− λ)(2− λ).

Nun bestimmen wir die zugehörigen Eigenräume:

Eig(A,−1) := Kern(A− (−1) · I3) = Kern

3 0 0
3 3

2 − 3
2

3 − 3
2

3
2

 ←−−1

+

←−−−−−

−1

+

| · 1
3

←−+

| · 2
3

= Kern

1 0 0
0 1 −1
0 0 0

 = 〈

 0
−1
−1

〉,
Eig(A, 2) := Kern(A− 2 · I3) = Kern

0 0 0
3 − 3

2 − 3
2

3 − 3
2 − 3

2


←−
−1

+

| · 1
3

←−−−−−−−−−−
←−

= Kern

1 − 1
2 − 1

2
0 0 0
0 0 0

 = 〈

− 1
2
−1
0

 ,

− 1
2

0
−1

〉.
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Wir multiplizieren mit −1 bzw. mit −2, um möglichst viele betragsmäßig kleine, positive und ganze
Zahlen in den Eigenvektoren zu erhalten. Unsere Eigenpaare lauten dann:

λ1 := −1, ~v1 :=

0
1
1

 , λ2 := 2, ~v2 :=

1
2
0

 , λ3 := 2, ~v3 :=

1
0
2

 .

Wir könnten auch jede andere linear unabhägige Linearkombination der Vektoren ~v2 und ~v3 nehmen.
Nun erhalten wir die Ähnlichkeitstransformation durch:

D :=

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 =

−1 0 0
0 2 0
0 0 2

 , T :=
(
~v1 | ~v2 | ~v3

)
=

0 1 1
1 2 0
1 0 2

 .

Damit gilt A = TDT−1. Für später geben wir nun noch die Inverse von T an:

T−1 =

−1 1
2

1
21

2
1
4 − 1

41
2 − 1

4
1
4

 .

(ii) Wir beweisen die Aussage per Induktion. Beachten Sie, dass wir hier nicht speziell auf die Struktur
von A, D und T eingehen. Es genügen allein die Aussagen, dass alle Matrizen quadratisch sind, T
invertierbar ist und A = TDT−1 gilt.
Induktionsanfang für n = 0:
Nach Definition gilt A0 = I3. Wir rechnen außerdem: TD0T−1 = TI3T

−1 = I3. Somit gilt die
Behauptung für n = 0.
Induktionsvoraussetzung (IV):
Die Behauptung gelte für ein beliebiges, aber festes n ∈ N0.
Induktionsschluss von n zu n+ 1:

An+1 = An ·A (IV )= TDn T−1T︸ ︷︷ ︸
=I3

DT−1 = TDn ·DT−1 = TDn+1T−1.

Also gilt die Behauptung auch für n + 1. Nach dem Prinzip der vollständigen Induktion gilt die
Behauptung damit für alle n ∈ N0.

(iii) Mit der Reihendarstellung der Exponentialfunktion und dem Wissen ”D is eine Diagonalmatrix”
berechnen wir eD:

eD =
∞∑
n=0

1
n!D

n =
∞∑
n=0

1
n!

−1 0 0
0 2 0
0 0 2

n

=
∞∑
n=0

1
n!

(−1)n 0 0
0 2n 0
0 0 2n


=

∑∞n=0
1
n! (−1)n 0 0
0

∑∞
n=0

1
n! 2

n 0
0 0

∑∞
n=0

1
n! 2

n

 =

e−1 0 0
0 e2 0
0 0 e2

 .

Mit genau dieser Rechnung können Sie auch exp(diag(µ1, . . . , µN )) = diag(exp(µ1), . . . , exp(µN ))
für beliebige µi ∈ C zeigen. Nun berechnen wir eA mit den Teilen (i) und (ii):

eD =
∞∑
n=0

1
n!A

n (ii)=
∞∑
n=0

1
n!TD

nT−1 = T ·

( ∞∑
n=0

1
n!D

n

)
· T−1 = T eDT−1

=

0 1 1
1 2 0
1 0 2

e−1 0 0
0 e2 0
0 0 e2

−1 1
2

1
21

2
1
4 − 1

41
2 − 1

4
1
4

 =

 e2 0 0
−e−1 + e2 1

2 e−1 + 1
2 e2 1

2 e−1 − 1
2 e2

−e−1 + e2 1
2 e−1 − 1

2 e2 1
2 e−1 + 1

2 e2

 .

Bemerkung: Diese Technik funktioniert nicht nur mit exp: R → R, sondern mit jeder Funktion, die
sich global in eine Potenzreihe entwickeln lässt. Man nennt dieses Erweitern von Funktionen auf R zu
operatorwertigen Funktionen RN×N → RN×N einen Funktionalkalkül.
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Aufgabe 17:
Wir untersuchen in dieser Aufgabe das asymptotische Verhalten eines homogenen Anfangswertproblems.
Betrachten Sie

(∗)
{
~y ′ = A~y , t ∈ R
~y (0) = ~y0

, A :=

−1 −1 0
−1 −1 0
0 0 1

 .

Für welche Startwerte ~y0 ∈ R3 ist ~y (t) für t > 0 unbeschränkt, für welche ~y0 ∈ R3 ist ~y (t) für t > 0
beschränkt und für welche ~y0 ∈ R3 gilt ~y (t)→ 0 für t→∞? Beziehen Sie in Ihrer Antwort die Eigenwerte
und Eigenvektoren von A ein.

Lösungsvorschlag zu Aufgabe 17:
Wir bestimmen zu erst eine Fundamentalmatrix Φ mithilfe der Matrixexponentialfunktion. Dafür berech-
nen wir zu erst die Eigenwerte und die zugehörigen Eigenvektoren von A. Das Charakteristische Polynom
lautet:

pA(λ) := det(A− λ · I3) = det

−1− λ −1 0
−1 −1− λ 0
0 0 1− λ

 = (1− λ) · det
(
−1− λ −1
−1 −1− λ

)
=(1− λ) ·

(
(−1− λ)2 − (−1)2) = (1− λ)(0− λ)(−2− λ).

Also lauten die Eigenwerte von A: −2, 0 und 1. Wir berechnen die zugehörigen Eigenräume:

Eig(A,−2) := Kern(A− (−2) · I3) = Kern

 1 −1 0
−1 1 0
0 0 3

 ←−+

| · 1
3

= Kern

1 −1 0
0 0 0
0 0 1

 = 〈

−1
−1
0

〉,
Eig(A, 0) := Kern(A− 0 · I3) = Kern

−1 −1 0
−1 −1 0
0 0 1

 ←−−1

+

| · (−1)

= Kern

1 1 0
0 0 0
0 0 1

 = 〈

 1
−1
0

〉,
Eig(A, 1) := Kern(A− 1 · I3) = Kern

−2 −1 0
−1 −2 0
0 0 0

 ←−−
1
2

+ | ·
(
− 2

3
)←−−−−−−−+ | ·

(
− 1

2
)

= Kern

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 = 〈

 0
0
−1

〉.
Wir beobachten, dass die Eigenvektoren senkrecht aufeinander stehen (dies liegt daran, dass A = AT ).
Deshalb bietet es sich an, die Eigenvektoren auf Euklid-Norm 1 zu skalieren. Unsere Eigenpaare lauten
dann:

λ1 := −2, ~v1 :=

 1√
2

1√
2

0

 , λ2 := 0, ~v2 :=

 1√
2

− 1√
2

0

 , λ3 := 1, ~v3 :=

0
0
1

 .
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Nun erhalten wir die Ähnlichkeitstransformation von A zu einer Diagonalmatrix durch:

D :=

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 =

−2 0 0
0 0 0
0 0 1

 , T :=
(
~v1 | ~v2 | ~v3

)
=

 1√
2

1√
2 0

1√
2 − 1√

2 0
0 0 1

 .

Damit gilt A = TDT−1. Wir geben noch die Inverse von T an. Diese entsteht durch transponieren, da T
orthogonal ist (Spalten stehen senkrecht aufeinander und haben alle Euklid-Norm 1):

T−1 =

 1√
2

1√
2 0

1√
2 − 1√

2 0
0 0 1

 .

Damit können wir mit der Matrixexponentialfunktion eine Fundamentalmatrix Φ(t) := etA konstruieren
und das AWP lösen. Mit dieser gilt: ~y löst (∗) genau dann, wenn ~y (t) = Φ(t)~y0. Wir geben zwei Varianten
an, wie diese Aufgabe weiter gelöst werden kann:
Variante 1: explizites Rechnen.
Wir rechnen die Lösung des AWP (∗) explizit aus.

Φ(t) =etA = eT ·tD·T
−1

= T · etD · T−1 = T · ediag(λ1t,λ2t,λ3t) · T−1 = T · diag(eλ1t, eλ2t, eλ3t) · T−1

=

 1√
2

1√
2 0

1√
2 − 1√

2 0
0 0 1

e−2t 0 0
0 1 0
0 0 et

 1√
2

1√
2 0

1√
2 − 1√

2 0
0 0 1

 =

 1
2 e−2t + 1

2 − 1
2 e−2t + 1

2 0
1
2 e−2t − 1

2
1
2 e−2t + 1

2 0
0 0 et

 .

Mit der Fundamentalmatrix gilt:

~y löst (∗) ⇔ ~y (t) = Φ(t)~y0 ⇔ ~y (t) =

 y0,1−y0,2
2 + y0,1+y0,2

2 e−2t
−y0,1+y0,2

2 + y0,1+y0,2
2 e−2t

y0,3et

 .

Betrachten wir alle 3 Komponenten, so sehen wir: Die Lösung ~y ist für t > 0 beschränkt, genau dann,
wenn y0,3 = 0. Weiter gilt: ~y (t)→ 0 für t→∞ genau dann, wenn y0,3 = 0 und y0,1 = y0,2. Dies entspricht
genau den Relationen zu den Eigenvektoren der zweiten Variante.
Variante 2: Ausnutzen der Basis aus Eigenvektoren.
Die Eigenvektoren ~v1, ~v2 und ~v3 bilden eine Basis, da A diagonalisierbar ist. Es existieren also α1, α2, α3 ∈
C mit: ~y0 = α1~v1 + α2~v2 + α3~v3. Da die Eigenvektoren paarweise senkrecht aufeinander stehen und auf
Euklid-Norm 1 normiert sind, bilden sie sogar eine Orthonormalbasis. Solch eine Basis kann immer dann
konstruiert werden, wenn A = AT . Damit gilt dann αi = 〈~y0|~vi〉. Wir erinnern uns, wie T−1 auf den
Eigenvektoren operiert: T−1~vi = ~ei, wobei ~ei der i-te Standartbasisvektor ist, d.h. 1 in der i-ten Kom-
ponente und 0 sonst. Außerdem ist die Multiplikation von Diagonalmatrizen mit Standartbasisvektoren
leicht zu berechnen: diag(µ1, . . . , µN )~ei = µi~ei. Damit können wir die zeitliche Entwicklung der Lösung
des AWP geschickt darstellen:

~y (t) = Φ(t)~y0 = T · diag(eλ1t, eλ2t, eλ3t) · T−1 · (α1~v1 + α2~v2 + α3~v3)
= T · diag(eλ1t, eλ2t, eλ3t) · (α1~e1 + α2~e2 + α3~e3)
= T ·

(
α1eλ1t~e1 + α2eλ2t~e2 + α3eλ3t~e3

)
= α1eλ1t~v1 + α2eλ2t~v2 + α3eλ3t~v3.

Wir sehen also für unsere diagonalisierbare Matrix: Der Anteil des Startvektors ~y0 in Richtung des i-
ten Eigenvektors, entwickelt sich mit eλit = eRe(λi)t(cos(Im(λi)t) + i sin(Im(λi)t)). Eigenvektoren, bei
denen der Eigenwert einen positiven Realteil besitzt, werden exponentiell verstärkt, Eigenvektoren, bei
denen der Eigenwert einen negativen Realteil besitzt, werden exponentiell gedämpft für wachsende Zeiten
t und Eigenwerte mit Realteil gleich 0 behalten ihren Absolutwert bei. Damit folgern wir mit unseren
Eigenwerten λ1 = −2, λ2 = 0 und λ3 = 1: Die Lösung ~y ist für t > 0 genau dann beschränkt, wenn
α3 = 0. ~y (t) → 0 für t → ∞ genau dann, wenn α3 = α2 = 0. Diese Bedingungen kombiniert mit
αi = 〈~y0|~vi〉 entsprechen genau den Bedingungen aus der ersten Variante.
Bemerkung: Falls A nicht diagonalisierbar ist, so kann auch polynomiales Wachstum vorkommen.
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