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Aufgabe 18:
Lösen Sie die folgende inhomogene Transportgleichung mit Anfangswert:
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, ~x ∈ R2, t ∈ R,

u(~x , 0) = 1
ln(2+x2

1) , ~x ∈ R2.

Aufgabe 19:
Wir betrachten in dieser Aufgabe die homogene Wärmeleitungsgleichung

∂u

∂t
−∆u = 0, ~x ∈ Rn, t > 0.

und suchen eine selbstähnliche Lösung u, d.h. es gibt ein α ∈ R mit

∀ ~x ∈ Rn, t > 0, λ > 0: u(~x , t) = λαu(
√
λ~x , λt).

Im Folgenden sei u eine selbstähnliche Lösung der homogenen Wärmeleitungsgleichung. Wir machen den
Ansatz: Es gibt eine Funktion v : [0,∞)→ R mit v(|~x |) = u(~x , 1). Zeigen Sie:

(i) Es gilt u(~x , t) = 1
tα v

(
|~x |√
t

)
.

(ii) v löst

v′′(r) + n− 1
r

v′(r) + 1
2rv

′(r) + α v(r) = 0. (∗)

(iii) Für α = n
2 ist (∗) äquivalent zu (

rn−1v′(r) + 1
2r

nv(r)
)′

= 0. (∗∗)

(iv) Finden Sie eine beschränkte, nichttriviale Lösung von (∗∗) und geben Sie die selbstähnliche Lösung
u der homogenen Wärmeleitungsgleichung an.

Hinweis zu (ii): Nach Aufgabe 11, Übungsblatt 5 gilt ∆ = ∂2
r + n−1

r ∂r für radialsymmetrische Funktionen.
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