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Aufgabe 18:
Lésen Sie die folgende inhomogene Transportgleichung mit Anfangswert:

1
du -1 4 1 2 2
“ 0t+<1>'vu—1+x§+1+z§’ r eRteR,

u(@,0) = 1n(2i—m%)7 7 e R2.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 18:
Wir schreiben analog zur Notation der Vorlesung fiir # € R?,t € R:

1 1 1 1
7,t) = — )= ———— a = .

Wir beobachten, dass sowohl der Anfangswert f als auch die rechte Seite g im AWP (%) stetig differen-
zierbare Funktionen sind. Damit konnen wir die Formel aus der Vorlesung benutzen und die Losung u
des AWP (%) fiir # € R2,t € R wie folgt berechnen:

W@ )= 1@ =0+ [ 0@+ (o=0a.p)d

B 1 +/f 1 N 1
T @A (@162 Jo Tt @it (p-1) D2 1+ (mat(p—t)-1)?

- + [arctan(z; — t + p) + arctan(zg — t 4 p)]°—,
In(2+ (z1 —t)?) p=0

1 + arctan(z) + arctan(zsy) tan( t) tan( t)
= ——————7 arctan(x arctan(x — arctan(xrq, — — arctan(ro — .
In(2 + (21 — 1)?) ! 2 ! 2

dp

Aufgabe 19:
Wir betrachten in dieser Aufgabe die homogene Warmeleitungsgleichung
%—Au:(), Z eR™ t>0.

und suchen eine selbstéhnliche Lésung u, d.h. es gibt ein a € R mit
VZ €R™t>0,A>0: u(Z,t) = \uVAZ,A\t).

Im Folgenden sei u eine selbstdhnliche Losung der homogenen Wérmeleitungsgleichung. Wir machen den
Ansatz: Es gibt eine Funktion v: [0,00) — R mit v(|Z|) = u(Z,1). Zeigen Sie:

(i) Es gilt u(Z,t) = v (%)

(i) v 16st
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(iii) Fir a = 5 ist aquivalent zu
1 /
(r”lv'(r) + QT"U(T)) =0. (xx)

(iv) Finden Sie eine beschriankte, nichttriviale Losung von und geben Sie die selbstdhnliche Losung
u der homogenen Warmeleitungsgleichung an.

Hinweis zu : Nach Aufgabe 11, Ubungsblatt 5 gilt A = 92+ =19, fiir radialsymmetrische Funktionen.

r

Losungsvorschlag zu Aufgabe 19:

(i) In der Gleichung fiir Selbstahnlichkeit setzen wir A = % Dies ergibt At =1 und wir erhalten:

1\ 1 1 /(|7
¥ n . 7 = —_ —_ .7 = — _—
vV e R",t>0: u(x,t)—<t> u<\/; x,l) to‘v(\/{>'

(ii) Aus Teil folgt direkt, dass u radialsymmetrisch in Z ist. Damit konnen wir die Darstellung des
radialen Laplaceoperator aus Aufgabe 11, Ubungsblatt 5 wie im Hinweis nutzen. Wir schreiben
r == |Z| und rechnen mit Teil (f):

ou a (1 r n—1 1 r
0=—(@,t)—Au@,t)= = (—=v|—)) - (*P+ —0, )| | =v | —
510 =00 = 5 (720 (7)) - (#+22) (7 (7))
-« r +1v’ r\ —r 1 o r n—lv, r
=—v|— — — | — - — — | - —F — .
totl \/% tor \/E Qt% totl \/i ta+%7‘ \/E
Wir multiplizieren die Gleichung mit —¢**! und schreiben 7 = ﬁ Damit erhalten wir:
T T T T (n— 1)Vt T
O=av|—|+—=v(—)+2" () + ()
(ﬁ) 2Vt (ﬁ) G r e
-1 1
0D+ 57 (F) +av (7).
d.h. v 16st die Differentialgleichung . Wir schreiben im Folgenden wieder r statt 7.

(iif) Wir sehen mithilfe der Produktregel:

1 1 1 1
§r172a(r2av(r))’ = 57"172‘12047"20‘711)(7’) + 51"172“7’20‘1/(1") = av(r) + 57’1}'(7’),

n —

1
’I"l_n(’l"n_l’l}/(T’))/ — Tl_n(n _ l)Tn_Q’UI(’I“) T 7“1_n7“n_11}//(7“) _ ’U/(T) + ’U”(T‘).

Einsetzen liefert:
1 !
0=r'="(r" 1 (r)) +rt 2 (2r2av(r)> .
Mit o = 3 gilt r1=" = pl=22 d.h. wir erhalten wie behauptet
1 !
0= <r"_1v’(r) + 27“”1}(7")) .
(iv) Nach Teil wissen wir:

1
' (r) + ir"v(r) =a
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fiir eine Konstante a € R. Wegen der Radialsymmetrie von u folgt: v'(04) = 0. Also gilt:

1 T 1
T = v'(r) + 57"1}(7") LNy B -0-v(0) = 0.

Damit muss a = 0 gelten. Wir erhalten also die Differentialgleichung
, 1
v'(r) + 57"7}(7") =0, r > 0.

an v. Diese kann zum Beispiel durch die Methode der Trennung der Variablen gelost werden. Wir
rechnen:

= (In((r)) & —%ﬂ—i—ézln(v(r)) o v<7")=c-exp<—ir2).

Der Parameter c ist frei wahlbar. Nun lautet unsere selbstdhnliche Losung u der Warmeleitungs-
gleichung:

Lo c (1Z]\ _ ¢ 7| .
u(:c,t)—tav(\/i>—tg cxp(— ik fir 7 e R",t>0.

Diese Losung wird auch oft der "Warmeleitungskern” genannt und ist fiir die Lésung der allgemei-

nen Wirmeleitungsgleichung von grofier Bedeutung. Oft wird ¢ := (27)~ % gesetzt, denn dann gilt
2

Jgn Jul”dz = 1.
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