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Aufgabe 20:
Wie in der Vorlesung betrachten wir eine 1-dimensionale homogene Warmeleitungsgleichung mit Neumann-
Randbedingungen. Wir betrachten zwei interessante Grofien. Sei u eine Losung von

Qu 2w —q, z€(0,1),t >0,
(+) § ulz,0) = f(x), z € (0,1),
gu(0,t) = 94(1,t) =0, t>0.
Zeigen Sie: W (t fo z,t) dz ist konstant und E(¢ fo lu(z, t)|* dz: ist monoton fallend fiir ¢ > 0.

Hinweis: Sie durfen hier ohne Beweis Integral und leferentlatlon vertauschen.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 20:

u ist eine Losung von (x) und damit (mindestens) eine C!'-Funktion. Damit ist W als Integral iiber u
in z ebenfalls eine C'-Funktion. Genauso E ist eine C''-Funktion, denn die Verkettung mit (-)? liefert
ebenfalls wieder eine C'-Funktion. Wir leiten W und E ab und vertauschen wie im Hinweis Integral und
Differentiation (dies ist erlaubt, da u € C'* und Bg(0) kompakt ist). Wir nutzen die Differentialgleichung
und die Randwerte und rechnen fiir ¢ > 0:

dw d [t Lo _ Ou ou
E(t)—§/ ety do = [ / O n)dr = St(1,0) ~ 90,1 =0
dFE 2

ou o°u
dt( dt/ u(z, t)[? dx—/o 2u(z, t)at(x,t)dm—/o 2u(z, t)a 5 (z,t) da

u du U du, Ou L/ ou 2
= 2u(1,) 91 (1,1) — 2u(0,1) g (0,1) - 0 2%(:E,t)%(x,t)dx:0—2/o (az(m,t)) dz < 0,

Also ist W fir ¢ > 0 konstant und F monoton fallend fiir ¢ > 0. Fir W gilt insbesondere mit der
Anfangsbedingung;:

Aufgabe 21:
Wir méchten den Ansatz der Separation der Variablen nutzen, um Lésungen der homogenen Warme-
leitungsgleichung auf einem 2-dimensionalen Ball mit Dirichlet-Randbedingungen zu finden. Betrachten
Sie
—Au=0, &€ Bgr(0),t>0,
(*) U(f,O):f(f), fEBR(O)a
u(Z,t) =0, |Z], = R,t > 0.

Gehen Sie wir folgt vor:
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(i) Setzen Sie den Ansatz u(Z,t) = v(t)w(]Z|) in die Differentialgleichung ein und zeigen Sie: Es gibt
ein A € R, sodass

V' (t) = =ou(t), —Aw = —w"(r) - %w’(r) = \w(r).

Argumentieren Sie, dass A > 0 gelten muss.
Hinweis: Multiplizieren Sie —Aw = Aw mit w und integrieren Sie.

(ii) Zeigen Sie: w(r) = ¢ - Jo(vV/Ar), wobei ¢ € R ist, Jy die Besselschen Differentialgleichung nullter
Ordnung 16st und stetig in 0 ist.
Hinweise: Aufgabe 11 auf Ubungsblatt 5 und Vorlesung 5.

(iii) Wir stellen fest, dass VAR eine Nullstelle der Besselfunktion .Jy sein muss, damit u wie im Ansatz
(*) 16st. Formulieren Sie eine Klasse von Anfangswerten f, fiir welche Sie das AWP (x) l6sen konnen.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 21:

(i) Wie in der Vorlesung setzen wir den Ansatz u(Z,t) = v(t)w(|Z]) in die Differentialgleichung ein.
Wir schreiben r := |Z| und rechnen wie in der Vorlesung:

ou / " 1 l
0= Sh(a.t) = Du(a,t) = o' (u(r) = v(?) (w )+ T <””>>

S () + Lw'(r)
& 0= — = , fall t) # 0 und 0.
o0 o) alls o(t) # 0 und w(r) #
Der erste Bruch ins unabhéngig von r, der zweite Bruch ist unabhéngig von ¢ und die Gleichung
muss fiir alle & € kgr(0),t > 0 gelten, d.h. beide Briiche miissen konstant sein. Da ihre Differenz
0 ergibt, miissen beide Konstanten gleich sein. Wir schreiben die Konstante als —\ fiir ein A € R.
Damit erhalten wir v als:

V()= =X(t) < o) =v(0)e M

Die Differentialgleichung an w lautet:
1
—w" (r) — ;w'(r) = dw(r).

Wir argumentieren nun, dass A > 0 gilt. Dazu multiplizieren wir beide Seiten wie im Hinweis mit
w und integrieren:

2/ = = —Aw f S w f f
A/BR(O)w(le)dw/ Aw(|Z]) - w(|F]) d

Br(0)

=7§ —Vw(|a‘f|)-w(|a§’\)da+/ Vu(|Z]) ¢ Vu(|Z]) di
9BRr(0) Br(0)

- 0+/ V(|72 dF > 0.
BRr(0)

Hierbei haben wir die Greensche Formel genutzt (partielle Integration in mehreren Dimensionen),
die Randwerte eingesetzt und fiir das Skalarprodukt ”e” geschrieben (Vw ist ein Vektor). Da
/, Br(0) w?dr > 0, muss A > 0 gelten. Wir sehen damit ebenfalls: v ist exponentiell fallend in ¢.

(ii) Wir kénnen mit Teil (i) nun Aufgabe 11 auf Ubungsblatt 5 mit n = 2 nutzen. Dazu setzen wir
w(r) = rE12(Var) = 2(Var).

Dann 16st 2z die Besselsche Differentialgleichung der Ordnung 4§ —1 = 0. Da w stetig in 0 gesucht ist,
muss auch z stetig in 0 sein. Aus Vorlesung 5 wissen wir, dass die Besselsche Differentialgleichung
O-ter Ordnung (bis auf Vielfache) genau eine Losung besitzt, welche stetig in 0 ist. Diese Losung
lautet:
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Also gilt w(r) = ¢ - Jo(v/Ar) fiir ein ¢ € R. Im Folgenden absorbieren wir v(0) in c.
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(iif) Wir setzen unsere Erkenntnisse aus (¢) und (i4) in die Randwerte ein:
- Lo At
V|Z], = Rt >0: 0=u(Z,t) =v(t)w(R) = ce - Jo(VAR).

Um nicht konstant die Nulllssung gefunden zu haben, muss ¢ # 0 gelten und v AR eine Nullstelle
von Jy sein. Setzen wir den Anfangswert bei ¢t = 0 ein, so muss gelten:

VZ € Br(0): f(Z) = u(Z,0) =c- Jo(VAr).

Wir kénnen mit unserem Ansatz u(Z,t) = v(0)e™*.Jo(VA|Z]), wobei VAR eine Nullstelle von Jy
ist, radial verteilte Vielfache von Jy als Anfangswert zulassen. In Vorlesung 5 haben wir gesehen,
dass Jy abzdhlbar unendlich viele Nullstellen besitzt. Da () ein lineares Problem ist, kénnen wir
diese Losungen auch linearkombinieren, d.h. wir kénnen Anfangswerte der Form

f(@) = ZCkJo(\/)\HfD, wobei m €N, ¢ € R, Jo(v/AR) =0,
k=0

zulassen. Die zugehorige Losung lautet dann:

u(@, 1) = crdo(V/ Ak|Z])e .
k=

0

Zusatz:

Die Funktionen Jo(v/Ax|Z|) (mit Ax wie oben) bilden eine Basis des Funktionenraumes L2

(Br(0)), d.h.
jede radialsymmetrische Funktion f: Bg(0) — R mit || Br(0) lf \2 dZ < oo kann geschrieben werden als
F(Z) = > cwdo(v/Ak|Z]) filr gewisse Zahlen cj. Die Losungsformel aus (iii) gilt dann mit oo statt
m. Mochte man auch nicht-radialsymmetrische Funktionen betrachten, so muss man jede radiale Basis-
funktion Jo(v/Ag|Z|) mit den passenden Kugelflichenfunktionen multiplizieren, um eine volle Basis von
L?(Bgr(0)). Mehr Details finden Sie auf den entsprechenden Wikipedia-Eintrigen (die englische Version
bietet oft mehr Details als die deutsche).
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