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Aufgabe 22:
Berechnen Sie die Fouriertransformierten von

(i) f(z) = e~ fiir a > 0.

sin(x), |z| < 2,

(i) g(x) = {0, sonst.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 22:

(i) Wir nutzen die Formel der Definition aus der Vorlesung und rechnen fiir £ € R:
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(if) Wir nutzen die Formel der Definition aus der Vorlesung und rechnen fir £ € R\ {—1,1}:
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Nun berechnen wir die oben ausgelassenen Stellen:
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Beobachten Sie, dass § stetig ist. Dies liegt daran, dass “schnell” abfallt.
Seite 1 / 3

https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm3phys2020w/


https://www.math.kit.edu/iana2/lehre/hm3phys2020w/

Aufgabe 23:

(i) Wir betrachten die folgende homogene Warmeleitungsgleichung auf R:

>%—W 0, zeR,t>0,
u(z,0) = f(z), xeR.

Sei f absolut integrierbar und w die Losung von (x). Zeigen Sie: |u(z,t)] <
somit |u(z,t)| — 0 fur t — oo.

\/HI]RU r)|dz und

(ii) Wir betrachten die folgende homogene Wérmeleitungsgleichung auf (0, 1) mit Dirichlet-Randbedingungen

%—W—o € (0,1),t >0,
(%) S u(x,0) = f(x), r €R,
u(0,t) =u(1,t) =0, t>0.

(a) Losen Sie (x*) mit einem Separationsansatz u(x,t) = v(t)w(z) wie in der Vorlesung. Welche
Anfangswerte f konnen Sie damit direkt 16sen?

(b) Nutzen Sie nun Linearkombinationen des Separationsansatzes. Formulieren Sie eine Klasse von
Anfangswerten f, fiir welche Sie das AWP (xx) 16sen konnen.

(c) Zeigen Sie: Fiir die Klasse von Anfangswerten f aus gilt fiir die Losung « des Problems (s:):
u(x,t) — 0 fir t — oo.

Bemerkung: Wir erkennen, dass Randbedingungen fiir das Verhalten fiir ¢ — oo eine grofle Rolle spielen.
In der Vorlesung wurde (**) mit den Randbedingungen 3 gu(0,t) = ‘9“ “(1,t) = 0 betrachten und dort wurde

gefolgert, dass u(z,t) — fo x) dx fiir t — oo konvergiert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 23:

(i) Wir nutzen die Losungsformel aus der Vorlesung und erhalten damit eine Darstellung der Losung

ol=| [z e (-2 -f<y>dy] < / \/%exp(—(”;j’y) 1)l ay
[ =1 Wl = o= [ 17wl

Da f absolut integrierbar ist, ist das Integral konvergent. Da % — 0 fiir t — oo, folgt |u(x,t)] — 0
fiir t — oo. Beachten Sie, dass wir hier sogar eine Mindestgeschwindigkeit fiir die Konvergenz sehen
und diese gleichméfig in x ist, d.h. unabhéngig von = kénnen wir fir jedes € > 0 eine Zeit T > 0
finden, sodass fur alle t > T gilt |u(z,t)| < e.

(i)

(a) Einsetzen des Separationsansatzes u(z,t) = v(t)w(x) in die Differentialgleichung in (k) liefert:

1 Ou 0%u , . () w'(x)
0= a(w,t) ~ o (x,t) =0 (H)w(z) — v(t)w" () & 0= (D) o)

falls w(z) # 0 # v(t). Da diese Gleichheit fiir alle z € R und alle ¢ > 0 gelten soll, muss es ein
A € R geben, sodass:

V' (t) = —Av(t), —w"(z) = Aw(x).
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Fir die Randwerte erhalten wir:
! und f(z) = u(z,0) = v(0)w(x).

Zusammen erhalten wir also

D{—w”(m):)\w z), T€R, nd Q{U'(t)z—)\v( ), t>0,

w(0) = w(1) =0, v(0) w((”;)) = const.

Wie in Aufgabe 21 auf Ubungsblatt 11 sehen wir, dass A > 0 gelten muss (Multiplizieren der
Gleichung an w und Integrieren liefert diese Aussage). Also hat w die Form

w(r)=A- sin(ﬁx) +B- cos(ﬁx).
Einsetzen der Randwerte liefert

0= w0)=A-0+B-1, 4 0 1
oo (o) s e(d), T () (n(8) ()

Damit w nicht konstant die Nullfunktion ist, muss die Determinante der Matrix 0 sein. Dies ist
genau dann der Fall, wenn sin(ﬁ) =0, d.h. wenn es ein k € Z\ {0} gibt, sodass A = 72k?. In

diesem Fall liegt der Vektor (1,0)” im Kern der Matrix, d.h. die Losung w des Randwertproblems
O lautet w(z) = Asin(mkz). Beachten Sie, dass k = 0 nicht erlaubt ist, da die Losungsfunktion
dann w = 0 lautet wiirde und wir eine nichttriviale Losung suchen. Damit das AWP () fiir
v aus unserem Separationsansatz losbar ist, muss f ein Vielfaches von w sein. In diesem Fall
lautet die Losung v des AWP O: v(t) = v(0) exp(—m?k?t).

(b) In Teil (a) haben wir gesehen: Falls es ein k € Z \ {0} und ¢ € R gibt mit f(z) = ¢ sin(rkz),

dann 16st u(z,t) = cexp(—m?k?t) sin(mkz) das AWP (xx). Dies ldsst sich direkt auf endliche
Linearkombinationen erweitern: Falls f von der Form f(z) = Y ;. ¢ - sin(wkz), dann 16st
u(z,t) =Y cpexp(—n?k?t) sin(rkx) das AWP (+*). Wir haben hier k = 0 nicht gesondert
verboten, da dies nur ein 740" in der Summe bewirken wiirde.
Bemerkung: Mit mehr mathematischem Hintergrundwissen lédsst sich zeigen: Jede Funktion
f € L?0,1), d.h. fol |fI? dz < oo lsst sich schreiben als f(z) = Y pe o ¢k - sin(mkx) (Fourier-
Reihe). Dann lautet die Losung des AWP (xx): u(z,t) = > oo cpexp(—m2k*t) sin(rkz).
Diese Losung ist eindeutig.

(c) Wir beobachten, dass sin(r - 0 - z) = 0. Damit gilt fiir die Lésungen aus (b)):

u(z, )| < Y fenlexp(—n?k?t) [sin(mkz)| <D (le—k| + |ex|) exp(—n2k*t) - 1
k=—m k=1
< exp(— Z le—k| + |ck]) —— 0.
k=1

Beachten Sie, dass wir hier wieder eine Konvergenzgeschwindigkeit ablesen kénnen, nédmlich
exp(—th), und diese Konvergenz wieder gleichméflig in x ist, d.h. unabhéngig von x kénnen
wir fiir jedes € > 0 eine Zeit T > 0 finden, sodass fiir alle t > T die Abschatzung |u(z,t)| < e
gilt.

Bemerkung: Man kann diese Aussagen auch fir die unendliche Reihe verallgemeinern.
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