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Aufgabe 1 (6 Punkte)
Es seien 𝐷 eine natürliche Zahl und 𝒪 ∶= {𝑎 + 𝑏

√
𝐷 ∣ 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ} ⊆ ℝ. Weiter sei ℝ× die Gruppe mit zugrundelie-

gender Menge ℝ ∖ {0} und der üblichen Multiplikation reeller Zahlen als Verknüpfung. Zeigen Sie:

(a) 𝒪 ∖ {0} ist keine Untergruppe von ℝ×.

(b) ℒ = {𝑎 + 𝑏
√

𝐷 ∈ 𝒪 ∣ 𝑎2 − 𝑏2𝐷 = 1} ist eine Untergruppe von ℝ×.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ. Zeigen Sie, dass es genau dann einen injektiven Gruppenhomomorphismus ℤ/𝑛ℤ → ℤ/𝑚ℤ
gibt, wenn 𝑛 ein Teiler von 𝑚 ist.

Aufgabe 3 (6 Punkte)
Wir betrachten in dieser Aufgabe wieder die ungerichteten Graphen aus Aufgabe 4 auf Übungsblatt 3. Eine
Abbildung Φ∶ 𝐺 → 𝐻 zwischen ungerichteten Graphen 𝐺 und 𝐻 ist eine Abbildung Φ∶ 𝑉 (𝐺) → 𝑉 (𝐻), so dass
{Φ(𝑢), Φ(𝑣)} ∈ 𝐸(𝐻) für alle {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸(𝐺). Ein Automorphismus von 𝐺 ist eine Abbildung Φ∶ 𝐺 → 𝐺 von
Graphen, so dass es eine Abbildung Ψ∶ 𝐺 → 𝐺 von Graphen mit Ψ ∘ Φ = idu� und Φ ∘ Ψ = idu� gibt.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge Aut(𝐺) der Automorphismen eines Graphen 𝐺 mit der Komposition als
Verknüpfung eine Gruppe ist.

Es sei nun 𝐺 der ungerichtete Graph mit 𝑉 (𝐺) = {1, 2, 3, 4} und 𝐸(𝐺) = {𝑒 ⊆ 𝑉 (𝐺) ∣ |𝑒| = 2}.

(b) Zeigen Sie, dass Aut(𝐺) = 𝑆4.

(c) Bestimmen Sie die Menge 𝐷 = {{𝑒, 𝑑} ⊆ 𝐸(𝐺) ∣ 𝑒 ∩ 𝑑 = ∅}.

(d) Sei Φ ein Automorphismus von 𝐺. Zeigen Sie, dass die Abbildung

Φu� ∶ 𝐷 → 𝐷
{𝑒, 𝑑} ↦ {Φ(𝑒), Φ(𝑑)}

mit Φ({𝑢, 𝑣}) = {Φ(𝑢), Φ(𝑣)} wohldefiniert und bijektiv ist.

(e) Geben Sie einen surjektiven Gruppenhomomorphismus 𝑆4 → 𝑆3 an.

Abgabe bis spätestens Montag, den 23. 11. 2015, um 13:00 Uhr. Werfen Sie Ihre Lösungsvorschläge in die gelben
Einwurfkästen im Foyer von Gebäude 20.30. Abgabe zu zweit ist möglich und erwünscht. Bitte geben Sie Ihren
Namen, Matrikelnummer und die Nummer Ihres Tutoriums an!


