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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es seien
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Weiter seien 𝑈1 = ⟨𝑥1, 𝑥2, 𝑥3⟩ und 𝑈2 = ⟨𝑥4, 𝑥5, 𝑥6⟩. Geben Sie Basen von 𝑈1, 𝑈2, 𝑈1 + 𝑈2, 𝑈1 ∩ 𝑈2 und
(𝑈1 + 𝑈2)/𝑈2 an.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien 𝐾 ein Körper, 𝑝 ∈ ℕ, 𝑆 = {𝐴 ∈ 𝐾u�×u� ∣ 𝐴⊤ = 𝐴} und 𝑇 = {𝐴 ∈ 𝐾u�×u� ∣ 𝐴⊤ = −𝐴}.

(a) Zeigen Sie, dass 𝑆 und 𝑇 Untervektorräume von 𝐾u�×u� ≅ 𝐾u�2 sind.

(b) In 𝐾 gelte nun 1 + 1 ≠ 0. Bestimmen Sie jeweils eine Basis und die Dimension von 𝑆 und 𝑇 .

(c) Was ändert sich, falls in 𝐾 die Gleichung 1 + 1 = 0 gilt?

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien 𝐾 ein Körper und 𝑉 ein 𝐾-Vektorraum. Weiter seien 𝑈1, 𝑈2 und 𝑈3 Untervektorräume von 𝑉 . Zeigen
Sie:

(a) (𝑈1 + 𝑈2) ∩ 𝑈3 ⊇ (𝑈1 ∩ 𝑈3) + (𝑈2 ∩ 𝑈3).

(b) (𝑈1 ∩ 𝑈2) + 𝑈3 ⊆ (𝑈1 + 𝑈3) ∩ (𝑈2 + 𝑈3).

(c) Im Allgemeinen gilt weder in (a) noch in (b) Gleichheit.

(d) 𝑈1/(𝑈1 ∩ 𝑈2) ≅ (𝑈1 + 𝑈2)/𝑈2.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es seien 𝐾 ein Körper, 𝑉 ein endlich-dimensionaler 𝐾-Vektorraum und Φ∶ 𝑉 → 𝑉 eine lineare Abbildung.

(a) Zeigen Sie, dass es ein 𝑞 ∈ ℕ gibt, so dass Bild(Φu�) = Bild(Φu�+u�) für alle 𝑟 ∈ ℕ0.

(b) Sei 𝑞 ∈ ℕ wie in Teilaufgabe (a). Weiter seien 𝑈 = Kern(Φu�) und 𝑊 = Bild(Φu�). Zeigen Sie, dass
𝑉 = 𝑈 ⊕ 𝑊 , Φ(𝑈) ⊆ 𝑈 und Φ(𝑊) = 𝑊 .

(c) Zeigen Sie, dass es eine Basis {𝑏1, … , 𝑏u�} von 𝑈 gibt, so dass Φ(𝑏u�) ∈ ⟨𝑏1, … , 𝑏u�−1⟩ für alle 𝑖 ∈ {1, … , 𝑠}.

Abgabe bis spätestens Montag, den 18. 01. 2016, um 13:00 Uhr. Werfen Sie Ihre Lösungsvorschläge in die gelben
Einwurfkästen im Foyer von Gebäude 20.30. Abgabe zu zweit ist möglich und erwünscht. Bitte geben Sie Ihren
Namen, Matrikelnummer und die Nummer Ihres Tutoriums an!


