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1 Lineare Abbildungen und Abbildungsmatrizen

Aufgabe 1.1
Es seien K ein Korper, U, V, W Vektorrdume tiber K und ®: U — V, ¥: V — W lineare Abbildungen. Zeigen
Sie:

(a) Ist Wo @ surjektiv, so existiert zu jedem v € V ein u € U mit ¥(v) = (Vo ®)(u).

(b) Ist ¥o & ein Isomorphismus, so gilt V' = Bild ® & Kern ¥.

Aufgabe 1.2
Es seien K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ® ein Endomorphismus von V.

(a) Zeigen Sie: Besitzt ® beziiglich jeder Basis von V' dieselbe Abbildungsmatrix, so gibt es ein ¢ € K mit
® =c-idy.

(b) Folgern Sie aus Teil (a), dass eine Matrix A € K™*™, die mit allen Matrizen B € K™*™ vertauschbar ist,
d.h. A- B = B A erfiillt, von der Form A = ¢ - I, fiir ein ¢ € K ist.

2 Determinanten

Aufgabe 2.1
Fiir n € N sei A, = (a; ;)1 j<n € Q7" durch

(=1)71(2i—1) fallsj=1,
a; ;=<1 falls > 1und j =i oder j =i+ 1,

0 sonst

definiert.

(a) Geben Sie A, A, und A explizit an und berechnen Sie det(A4,), det(A,) und det(As).
(b) Berechnen Sie det(A,,).

Aufgabe 2.2
Es seien K ein Korper, n > 1 und zy,...,z,, € K. Weiter sei V = (v; ;)1<; j<,, € K™*" die sogenannte

) n

Vandermonde-Matriz mit v; ; = x;_l. Zeigen Sie, dass

det(V) = [[(x; — z,)-

i<j

3 Faktorraume

Aufgabe 3.1

Es seien K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ® ein Endomorphismus von V und U C V
ein ®-invarianter Untervektorraum mit Basis uy,...,u,. Wir erweitern die Basis uy,...,u, zu einer Basis
B = (uy,...,up,vy,...,v,) von V und betrachten die Darstellungsmatrix Dp p(®) = (a;;)1<; jepiq VvOR P
bzgl. B. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung ®: V/U — V/U, v+ ®(v) ist ein wohldefinierter Endomorphismus von V/ U.

(b) Die Abbildungsmatrix von @ bzgl. der Basis B = (vy, ..., 7;) hat die Gestalt Dg5(®) = (a; ;)1 1<i j<piq-




4 Dualraume

Aufgabe 4.1

Es seien K ein Korper und V, W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Weiter seien (wy, ...

von Wund Ay, ..., A, € V*. Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung ®: V — W mit

P
Bv) = > N(v) - w,
i—1
ist ein Homomorphismus von K-Vektorrdumen.
P
(b) Kern(®) = ﬂ Kern(;).
i=1
(c) Ist (wi,...,w)) die zu (wy, ..., w,) duale Basis von W, so ist ®*(w}) = ;.
(d) Fiir jede lineare Abbildung ®: V' — W gibt es Linearformen A4, ..., Ap, 80 dass
P
®(v) = Z)‘i(v) F Wy
i—1

Aufgabe 4.2

,w,) eine Basis

Es seien K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Fiir einen Untervektorraum U C V definieren wir U+ C V*

durch
Ut ={AeV*| \u) =0 fir alle u € U}.

(a) Zeigen Sie, dass (U; + Uy)* = Ui N Uy fiir alle Untervektorrdume Uy, Uy C V.
(b) Zeigen Sie, dass (U; NUy)*+ = Uit + Uy fiir alle Untervektorriume Uy, Uy, C V.

5 Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

3 00
A=11 2 2 |.
1 0 4

(a) Zeigen Sie, dass A &hnlich zu einer Diagonalmatrix D ist und bestimmen Sie D.
(b) Bestimmen Sie eine Matrix T mit D = T~ 1AT.

Aufgabe 5.1
Gegeben sei die reelle Matrix

Aufgabe 5.2
Gegeben sei die reelle Matrix
« « 4 =2
0 0o -1 -1
A= 0 —a 2« 1
0 a —a a—1

mit a € R.

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von A.
(b) Fiir welche a € R ist der Vektor

== O N

Eigenvektor von A? Geben Sie den zugehorigen Eigenwert an.
(c¢) Fiir welche a € R ist A diagonalisierbar?

Wir winschen Thnen schone und erholsame Semesterferien!



