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Zur Bearbeitung: Die Klausur dauert 120 Minuten. Es sind keinerlei Hilfsmittel zugelas-

sen.

Verwenden Sie fiir die Bearbeitung jeder Aufgabe ein neues Blatt, auf welches Sie die Num-

mer der Aufgabe sowie Ihren Namen und Ihre Matrikelnummer schreiben.

Fiihren Sie Beweise in allen Einzelheiten aus. Wenn Sie Sitze der Vorlesung anwenden, be-
nennen Sie diese moglichst genau. Wo gerechnet werden muss, schreiben Sie nicht nur die

Zahlen hin. Erkldren und begriinden Sie alles, was Sie tun!
Ausdriicke wie sin (17) oder % sind als Endergebnis akzeptabel.

Zur Auswertung: Fiir jede der sechs Aufgaben gibt es maximal 10 Punkte. Sie haben die

Priifung bestanden, wenn Sie mindestens 30 der 60 moglichen Punkte erreicht haben.

Punkte (Wird von den Priifenden ausgefiillt!) Yy Note

Al A2 A3 A4 A5 A6

Bitte kreuzen Sie hier an,

welche Aufgaben Sie bearbeitet haben.




Aufgabe 1 (4+6 Punkte)

a) Sei E € C!°%19 die Einheitsmatrix und A € C'°%10 eine Matrix mit den folgenden

Eigenschaften:
e dim (Null (A —3E))
e dim (Null (4 - 3E)

4,

?) =3
o dim <Null (A—3E) )
e dim(Null(A+5E)) =

Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von A.

b) Wir betrachten die Matrix

>

I
S o
I SRS

1
1 | ec®s.
2

Bestimmen Sie eine invertierbare Matrix S € R3*3, sodass S~!BS die Jordansche Nor-

malform von B ist.

Losung:
a) Aus
dim(Null(A—3E)) #0 und dim(Null(A+5E))#0

folgt, dass 3 und -5 Eigenwerte von A sind.

Des Weiteren haben wir
dim (Nuu (A— 3E)3) +dim (Null (A +5E)) =9+ 1 = 10 =dim (C'?).
Mit dem Satz iiber die Hauptraumzerlegung erhalten wir daher
Vk € Noy: dim (Nuu (A 3E)k> —9.

Wir definieren
Vk € No: 7 := Rang (A — 3E)* .

Dann gilt wegen der Dimensionsformel
=10, 71=6, Tn=2 und VkeN>3: 7 =1.
Wir schreiben auflerdem

Vk e N: op =T — 2T + Tgs 1 -



Dann erhalten wir
6=0, oo=3, o3=1 und Vk€N24:Gk:O.

Aus der Vorlesung wissen wir, dass oy der Anzahl der (k x k)-Jordankéstchen zum Eigenwert
3 entspricht. Da es auBerdem mindestens ein Jordankéstchen zum Eigenwert -5 geben muss,

ist die einzige Moglichkeit fiir die Jordansche Normalform J wie folgt gegeben:
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|
)

b) Da B eine obere Dreiecksmatrix ist, konnen wir die Eigenwerte direkt auf der Hauptdia-
gonale ablesen: 2 ist der einzige Eigenwert von B.
Wir haben

, (B—2E)* = und (B—2E)’=0

o
|
N
v
|
o O O
S O B
O =
o O O
o O O
(e R

und damit
Null (B—2E) =Span{e;}, Null(B—2E)>=Span{e;,eo} und Null(B—2E)>=R>.

Dann gilt
Null (B —2E)? = Null (B —2E)* ® Span { b7 := e3}

und wir berechnen
(B—2E)b? = (1,1,0).

Des Weiteren betrachten wir die Zerlegung

Null (B—2E)* = Null (B —2E) @ Span { (B —2E) b3}



und berechnen
(B—2E)*b? = (4,0,0).

SchlieBlich haben wir
Null (B —2E) = span{(B _2E)? b%} .
Wir definieren die Matrix

S =

S O B
O = =
- O O

und aus der Vorlesung folgt, dass S~!BS die Jordansche Normalform von B ist.



Aufgabe 2 (2+4+4 Punkte)

a) Geben Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung fiir euklidische Vektorraume an. Geben

Sie auch an, wann in der Ungleichung Gleichheit gilt.

b) Sei V ein euklidischer Vektorraum. Beweisen Sie die Dreiecksungleichung:
Va,y € Vi |l vl < [lxfl + [yl

wobei ||-|| die vom Skalarprodukt auf V induzierte Norm bezeichnet.

Hinweis: Nutzen Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung.

c) Zeigen Sie, dass die Abbildung

F:R?> SR, F(x,xn) = \/(xl —x2)% 433

eine Norm auf R? ist.

Losung:

a) Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum. Dann gilt die Cauchy-Schwarz Ungleichung:
Vox,y €V [y < x| Iy ]l-
Gleichheit in der Ungleichung gilt genau dann, wenn x und y linear abhéngig sind.

b) Seien x,y € V. Dann gilt:

e+ ylI* = (x+y,x+y)
= [lx|* +2(x,) + [IylI>
< Jlxll® + 20 (e, 9] + Iyl
< |l + 2l Iyl + [y11?
= (Ilxll + Iyl)?.

wobei im vierten Schritt die Cauchy-Schwarz Ungleichung eingegangen ist.

Durch Wurzelziehen erhalten wir schlieSlich

eyl < [l =+ {ly]]-

¢) Wir betrachten die Bilinearform

G: R2xR? 5 R, G(x,y) = (x,Ay),



wobei

A::<_11 ‘41>.

Die Matrix A ist symmetrisch. AuBerdem haben wir det(A;) = 1 und det(A;) = 3. Aus dem
Hauptminoren Kriterium erhalten wir daher, dass A positiv definit ist. Es folgt, dass G ein
Skalarprodukt auf R? ist.
Mit

Vx € R?: /G (x,x) = F(x)
erhalten wir schlieBlich, dass F die von G induzierte Norm auf R? ist. Die Abbildung F ist

also insbesondere eine Norm auf RZ.



Aufgabe 3 (2+4+4 Punkte)

Sei V ein endlich dimensionaler euklidischer Vektorraum und U C V ein Untervektorraum.
a) Geben Sie die Definition der Orthogonalprojektion 7y von V auf U an.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle v € V die folgende Ungleichung gilt:

[l )| < (vl

wobei ||-|| die vom Skalarprodukt auf V induzierte Norm bezeichnet.

¢) Der Winkel o (v,U) zwischen einem Vektor v € V und dem Untervektorraum U ist als
die eindeutige Zahl 6 € [0, 7] definiert, sodass

17w (V)]

vl

Sei vy € V mitd ({vo},U) =d ({vo},U™"). Bestimmen Sie @ (vo,U).

cos(0) =

Losung:

a) Jeder Vektor v € V hat eine eindeutige Darstellung
V=1u,+ uvL

mit u, € U und u;- € U+,

Die Orthogonalprojektion von V auf U ist dann die Abbildung

ny:V —U, ﬂU(V):uV.

b) Sei v € V. Dann gilt:

2 2
VI1% = oty + |

= Jlu | + 2y, ) + i ||

=l 1> + [l |7
> ||MV|’2
= |l (v)|1%,

wobei im dritten Schritt u, 1 u;- eingegangen ist.
Durch Wurzelziehen erhalten wir schlief8lich

[l W) < IVl



¢) Mit
d({vo}h,U) = d ({wo},U*)
folgt aus der Vorlesung

|7y (vo)|l = [|7w (vo)]|-
Damit haben wir

cos(w(vo,U)) = M
[Ivoll

_ 7w (vo)
VI G0+ 7 (o)l
)l
27w (o)l

5l-

Es folgt schlieBlich
(0] (V(), U ) =

Nk



Aufgabe 4 (3+1+6 Punkte)

a) Sei E € R™" die Einheitsmatrix und A € R"*" eine Matrix mit A7 = —A. Zeigen Sie,
dass die Matrix Ag := (A — E) "' (A + E) orthogonal ist.

Hinweis: Zeigen Sie zunichst, dass

(A—E)A+E) '=(A+E)"Y(A-E).

b) Zeigen Sie, dass die Matrix

c R4><4

—
—_ O O =

orthogonal ist.

c¢) Bestimmen Sie die euklidische Normalform B von B und eine Orthonormalbasis W

von R*, sodass die Abbildungsmatrix des Endomorphimsmus
. 4 4 —
¢p: R" = R", @p(x) = Bx

beziiglich W durch B gegeben ist.

Losung:

a) Wir zeigen zunichst den Hinweis:

(A—E)A+E)' = AeQE+EﬂA+EY1

—(A+E)(A+E) ' —2(A+E)!

—(A+E) " (A+E)-2(A+E)"!
)

—(A+E) " (A-E).

—~ o~ o~ o~

Dann haben wir



Es folgt, dass Ag orthogonal ist.

b) Die Spalten von B bilden eine Orthonormalbasis von R*: Sie sind paarweise orthogonal
zueinander und haben jeweils eine Norm von 1. Aus der Vorlesung wissen wir, dass B daher

eine orthogonale Matrix ist.

¢) Wir haben

A+AT =

o O O

V2 0 0
0 V2 0
0 0 V2
0 0 0 V2

DaA+AT eine Diagonalmatrix ist, konnen wir die Eigenwerte direkt auf der Hauptdiagonale

ablesen: v/2 ist der einzige Eigenwert von A +A” . Der zugehdrige Eigenraum ist dann durch
E ;5 = Span{ei,e,e3,e4}

gegeben.
Wir setzen w; := ¢ und wenden das Gram-Schmidt Verfahren auf {w,Aw, } an:

Dazu berechnen wir
AW1 — <AW1,W1>W1 = (1,0,0, 1) —1 @l =€e4 =W

und bemerken, dass

lwill = flwz = 1.

Als néchstes wihlen wir w3 := e, € Span {wy, wz}L NE, s und wenden das Gram-Schmidt
Verfahren auf {wsz,Aws} an:
Wir berechnen

AW3 — <AW3,W3>W3 = (0,1, 1,0) —1-e =3 =Wy

und bemerken,dass

lwsll = [lwal = 1.

SchlieBlich definieren wir die Orthonormalbasis W := {w1,..., w4} von R* und berechnen

+ N
un _——_— = —.
4



Aus der Vorlesung folgt dann



Aufgabe 5 (1+2+1+6 Punkte)
Wir betrachten die folgende quadratische Funktion:
0: R* 5 R,
O (x1,x2,X3,X4) = xﬁ —2x1x2 + 2x1x3 + 2x0x3.

a) Sei 8 die symmetrische Bilinearform auf R*, deren quadratische Form durch Q gege-

ben ist. Bestimmen Sie die darstellende Matrix von f3 beziiglich der Standardbasis von
R*.

b) Bestimmen Sie die Signatur von .
c) Bestimmen Sie das Maximum und Minimum von Q auf der Menge S := {x € R*: ||x|| = 1}.

d) Bestimmen Sie eine Orthogonalbasis B von R4, sodass die darstellende Matrix von B

beziiglich B eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrédgen in {1,—1,0} ist.

Losung:
a) Wir schreiben E fiir die Standardbasis von R*. Die gesuchte darstellende Matrix konnen

wir direkt ablesen:

0O -1 10
-1 0 1 0
JE(B) = | . 00
0 0O 0 1

b) Das charakteristische Polynom von Jg () ist durch
(r=1)*(x+2)

gegeben. Daher sind die Eigenwerte 1 und -2. Die algebraische Vielfachheit von 1 betrigt 3

und die von -2 betriigt 1. Da 1 positiv und -2 negativ ist, ist die Signatur von 8 durch
(3,1,0)

gegeben.

¢) Aus b) wissen wir bereits, dass 1 der grofite und -2 der kleinste Eigenwert von Jg(f3) ist.

Aus der Vorlesung folgt daher direkt

maxQ(x) =1 und minQ(x) = —2.

BYSA) xeS



d) Wir betrachten die Eigenrdume von Jg(f):

E| = Span{a1 =e4,ap ‘= (0,1,1,0),a3 = (1,—1,0,0)

1
V2
Dann ist {a;,a;} bereits orthonormal.

Wir berechnen

az — (a3, az)ar — (az,ay)a; =

Y

11
l.——. =
Y 27270)
Ll Lo\l Ye.
2°2 2

2 11
az = % (17—57570) .

Aus dem Gram-Schmidt Verfahren folgt, dass {a;,as,a3} eine Orthonormalbasis von E| ist.
AulBlerdem haben wir

und

Des Weiteren setzen wir

1
E_2:Span{a4 =—(-1,—-1,1,0)
V3

und erhalten direkt, dass {a4} eine Orthonormalbasis von E_j ist.

SchlieBlich berechnen wir

a
bl = =ai,
1]
a
by = = a,
1]
as
b3 = = as,
1]
1
byi= 2 — " (-1,-1,1,0).

VEERRC

Mit der Vorlesung folgt dann, dass B := {by,...,bs} eine Orthogonalbasis von R* ist, sodass

1 0 0 O
010 O
JB(B) = 001 0
000 -1



Aufgabe 6 (4+4+1+1 Punkte)
Sei f eine Bewegung (auch euklidische Isometrie genannt) von [E (R3) mit den folgenden

Eigenschaften:
e 1(0,2,1)=(1,—1,0),
e f(0,1,1)=(0,—1,0),
e f(1,1,1)=(0,0,0),
e f(0,1,2)=(0,—1,1).
a) Bestimmen Sie £(0,0,0).

b) Sei ¢ der lineare Anteil der affinen Abbildung f. Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix
von ¢ beziiglich der Standardbasis von R3.

c) SeiV ein K-Vektorraum. Geben Sie die Definition einer Affinitit von A(V) an.
d) Bestimmen Sie alle ¢ € R, sodass die Abbildung
fi: R? — Rz, filx1,x2) = (1+x2+1x1, T —x1 +1x7)

eine Affinitit von A2 ist.

Losung:

a) Aus der Vorlesung wissen wir, dass eine lineare [sometrie von R3 existiert, sodass

f=10)+o.
Es gilt
0=(0,2,1)+(0,1,2)=3(0,1,1)
—— Y= =
:Zbl =Zb2 =Ib3
und damit

f(0) = f (b1 + Dby —3b3)
(0) + @ (b1 +by —3b3)

f
f
FO)+ @ (b1)+ ¢ (b2) =3¢ (b3)
f
f

(0)+ @ (1) +f(0)+ ¢ (b2) =3 (f(0) + ¢ (b3)) +2/(0)
(b1) + f (b2) =31 (b3) +2f(0).



Das ist dquivalent zu

f(0) =3f(b3)—f(b1)— f(b2)
—3(0,—1,0)— (1,—1,0) — (0, —1,1)

=(-1,—-1,—-1).
b) Wir definieren
al 3:b1,
ar C:b3,
az = (1,1,1).

Dann ist A := {ay,as,a3} eine Basis von R? und wir haben

(P<a1) :f(0,2,1)—f(0) = (270a1>7
(P<a2) :f((),l,l)—f(()) = (17071)7
(D(a3) :f(17171)_f(0) = (17171)'

Es folgt

Mz (@) =

—_— O N

1
0
1

—

wobei E die Standardbasis von R3 bezeichnet. AuBerdem haben wir

€] =dadz—day,
€2 =d) —daz,

e3 =2ap —ay,

womit wir
0 1 -1

ME (idgs) = =1 —1 2
1 0 0

erhalten. Insgesamt ergibt sich

ME (9) = Mi (@) - M (idgs) =

S = O
S O =
- O O



¢) Eine Affinitit von A (V) ist eine bijektive affine Abbildung f: V — V.

d) Seir € R. Wir haben

VXGRZ:f,(x):(l,n)-I-( 1>x.

— t

=A

Damit ist f; affin mit linearem Anteil ¢4. Des Weiteren haben wir
det(A)=1>+1+#0,

woraus folgt, dass ¢4 und damit auch f; bijektiv ist.
Die Abbildung f; ist also fiir jedes r € R eine Affinitét.



