Losung zu Aufgabe 1 (3. Ubungsblatt)
Das charakteristische Polynom von A, ist
pa =det(A, — XI5) = (a — X)*(2 — X)?.

Die Eigenwerte von A, sind also ¢; = a und ¢y = 2. Wir werden die Félle ¢; = ¢3 (d.h. a = 2) und
¢ # ¢ (dh. a # 2) getrennt untersuchen. Zunéchst notieren wir aber noch, dass fiir beliebige
a € R gilt

0 1 00 0
02—a 00 0

(Ao —als)=]0 2 00 2
2 0 00 0
1 2 00 2-a

Somit folgt Rang (A, — als) = 3 (und H, # E,). Auferdem gilt

0 2-a 00 0
0 (2-a2 00 0

(Ao—al?=| 2 8-2a 00 4-2 |~ (L V00 27a)
0 2 00 0 01000
2—a 9—4a 0 0 (2-—a)?

also Rang (4, — al;)? = 2.

1. Fall (a =2): Es ist ¢; = ¢ und p, = (2 — X)?, also dim Hy = 5, d.h., Hy = R°. Es bleibt nur
noch das Minimalpolynom zu bestimmen, das von der Form m, = (2 — X)® ist mit 1 < s < 5.

Der Index s ist in diesem Fall die kleinste Zahl, so dass (A, — al5)® = 0 gilt. Von oben lesen wir
ab, dass (A, — als)? # 0 gilt. Genauer ist

00000 00000
00000 00000

(Ag—al:)* =12 4 0 0 0],(4,—als)>=]10 2 0 0 0],(As—al;)*=0= (A, —als)®.
02000 00000
01000 00000

Der Index von H, ist also s = 4 und m, = (X — 2)* ist das Minimalpolynom.

2. Fall (a # 2): Es ist dim H, = 3 und dim H, = 2. Wegen Rang (A, — al5)* = 2 gilt H, =
Kern (A, — als)? und der Index von H, ist 2. AuRerdem lesen wir oben ab:

0 0 a—2
0 0 0
H,=[|1],]01, 0 1]
0 1 0
0 0 1
Nun behandeln wir noch den Eigenwert ¢, = 2. Wegen
L e
_(a—2)2

A—2I=| 0 2a-2 0 2|~ 8(1)(1) %, 0
2 0 0 a—2 0 ¢T2 a2
1 2 0 0 0 000 22—5 0



gilt
3, fallsa= g

Rang (A, —215) = {4 falls a # 2 '
J 2

Fir a = g ist dim £y = 2 = dim Hs, der Index von Hj ist also 1 und wegen

2 0
100 % 0 -1 0

Ag—2I;~ |0 1 0 =L 0| istHo=E=[| 4 |.]| 4 [].
001 % 4 —8 0
0 —1

Das Minimalpolynom lautet dann m, = (X — a)*(X — 2).

Fiir a # g dagegen ist dim £y = 1 < 2 = dim H,, weshalb nur der Index 2 fiir Hy bleibt. Fiir
a ¢ {2,2} ist das Minimalpolynom also m, = (X — a)*(X — 2)?. Wir bestimmen noch H, in
diesem Fall:

(a—2)? a—2 0 0 0
0 0 0 0 0 100 5 0
(A, — 2I5)? = 2 20 (a—22 0 2a-2 |~ 010 -2 o |,
4(a—2) 2 0 (a —2)? 0 00 1 o2l 2
a—2 1 0 0 0
woraus sich
(a—2)? 0
—(a—2)3 0
Hy=1[2(a*—2a—-1)|,| -2 []
—2(a — 2) 0
0 a—2

ergibt.

Anmerkung: Aus den bestimmten Grofen 1afst sich in allen Féllen direkt die Jordansche Normal-
form J, von A, ablesen:

2000 0 50000 a 0000

12000 13000 1 a 000 -
Jo={0 120 0[.J5=f00 5 00| udJ=[00a00]|firag{2z}

00120 00020 00020

0000 2 0000 2 00012



