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6. Übungsblatt

Aufgabe 1.
Im euklidischen VektorraumR5 (mit Standardskalarprodukt) seien der UntervektorraumU und der Vek-
tor x gegeben durch
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Berechnen Sie die Orthogonalprojektionπ(x) vonx aufU sowie den Abstandd(x, U).

Aufgabe 2.
Es seienV ein euklidischer Vektorraum,U ⊂ V ein Untervektorraum undπ : V → V eine Projektion
vonV aufU . Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) π ist Orthogonalprojektion aufU .

(ii) Für allex, y ∈ V gilt ‖π(x) − π(y)‖ ≤ ‖x − y‖.

(iii) Für alle x ∈ V gilt ‖π(x)‖ ≤ ‖x‖.

(iv) Für allex, y ∈ V gilt 〈π(x), y〉 = 〈x, π(y)〉.

Aufgabe 3.
Es seiV = {p ∈ R[X] | Gradp ≤ 2}. a, b, c ∈ R seien fest gewählt.

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung〈·, ·〉 : V × V → R, definiert durch

〈p, q〉 := p(a)q(a) + p′(b)q′(b) + p′′(c)q′′(c)

ein Skalarprodukt ist. (Dabei bezeichnep′ bzw.p′′ die erste bzw. zweite Ableitung vonp.)

(b) Berechnen Sie eine Orthonormalbasis vonV bzgl.〈·, ·〉.

(c) Bestimmen Sie die Orthogonalprojektion vonp := X2+1 aufU := [1, X] und den Abstand von
p zuU .

Aufgabe 4.(ohne Abgabe, ohne Korrektur)
SeiA ∈ R

m×n mit Spaltenvektorena1, . . . , an ∈ R
m undU := [a1, . . . , an] ⊂ R

m. Rm undRn seien
jeweils mit dem Standardskalarprodukt versehen. Zeigen Sie:

(a) ∀x ∈ R
m : x ∈ U⊥ ⇔ A⊤x = 0 .

(b) Zu jedemb ∈ R
m existiert einx ∈ R

n mit folgenden Eigenschaften:

(i) A⊤Ax = A⊤b ,

(ii) ∀ y ∈ R
n : ‖Ax− b‖ ≤ ‖Ay − b‖ .

Abgabebis Donnerstag, den 26. Mai 2011, 12.00 Uhr.


