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7. Übungsblatt

Aufgabe 1.
Es seiV der euklidische VektorraumR3 mit Standardskalarprodukt. Für beliebigeu = (u1, u2, u3), w =
(w1, w2, w3) ∈ V wird dasVektorprodukt u× w definiert durch

u× w :=





u2w3 − u3w2

u3w1 − u1w3

u1w2 − u2w1



 ∈ V.

(a) Zeigen Sie, dass für beliebigeu,w ∈ V gilt:

(i) u× w = −w × u

(ii) ‖u× w‖ = ‖u‖ · ‖w‖ · sinα. Dabei istα der Winkel zwischenu undw.

(iii) u× w ⊥ [u,w]

(b) Es seieng = x0+ [u], h = y0+ [w] zwei nicht parallele Geraden inV . Beweisen Sie die folgende
Formel für den Abstand vong undh:

d(g, h) =
|〈x0 − y0, u× w〉|

‖u× w‖
.

(c) Berechnen Sie den Abstand folgender Geraden imR
3:

g =





0
1
0



+ [





−1
2
1



], h =





2
1
−1



+ [





2
0
3



].

Aufgabe 2.
Zeigen Sie, dass es im euklidische VektorraumR3 mit Standardskalarprodukt genau eine Orthogonal-
projektionπ : R3 → R

3 gibt mit dimBild π = 2 und

π(





2
2
0



) =





1
2
1



 .

Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix vonπ bezüglich der Standardbasis.

Aufgabe 3.
Es seienV einn−dimensionaler euklidischer Vektorraum undΦ ein selbstadjungierter Endomorphismus
vonV . Zeigen Sie:Φ hat genau dannn verschiedene Eigenwerte, wenn je zweiΦ−invariante Untervek-
torräumeU1 undU2 vonV mit U1 ∩ U2 = {0} orthogonal sind.

Aufgabe 4.(ohne Abgabe, ohne Korrektur)
Es seienV einn−dimensionaler euklidischer Vektorraum undΦ,Ψ ∈ End(V ) selbstadjungierte Abbil-
dungen mit

Φ ◦Ψ = Ψ ◦ Φ.

Zeigen Sie, dass es inV eine Orthonormalbasis(x1, . . . , xn) gibt, so dass die Vektorenx1, . . . , xn so-
wohl Eigenvektoren vonΦ als auch vonΨ sind.
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