Losung zu Aufgabe 1 (9. Ubungsblatt)

(a)

Sei ® selbstadjungiert. Dann ist ® normal. Sei ¢ EW von ®. Dann gibt es ein 2 # 0 mit
®(x) = cx und es gilt
clx,z) = (cx,x) = (P(x),x) = (x, P(z)) = (x, cx) = &(x, ),
also ¢ = ¢ und somit ¢ € R. Sei umgekehrt & normal und alle EW von ® seien reell. Dann
existiert eine ONB B = (z1,...,x,) aus EV von ®, d.h., mit ®(z;) = ¢z, i = 1,...,n,
¢; € R. Beziiglich B hat ® die Abbildungsmatrix
C1 0
Aq; — . c R,
0 Cn,
Es gilt Ap = A}, also ist A hermitesch und ® somit selbstadjungiert.
Sei @ antiselbstadjungiert. Dann ist ® normal und analog zu (a) findet man ¢ = —¢ fiir jeden
EW ¢ von ®. Also gilt ¢ = ib,b € R.
Sei umgekehrt ® normal und alle EW seien von der Form b, b € R. Dann existiert eine ONB
B aus EV von @, so dass Ag bzgl. B die Gestalt
by 0
A@ = . s bz € R,
by,
hat. Da A} = —Ag gilt, ist Ag schiefsymmetrisch und somit ® antiselbstadjungiert.

Sei @ Isometrie. Dann ist ® normal. Fiir jeden EW ¢ von @ gibt es ein x # 0 mit ®(z) = cz.
Es folgt

(z,2) = (®(x), ®(2)) = cc{z, x),
also |c|? = ¢¢ = 1 und somit |c| = 1.
Ist umgekehrt @ normal und alle EV haben den Betrag 1, dann ex. eine ONB aus EV, so
dass Ag die Form

C1 0
Ag = , g €Cllg =1,
0 Cn,
hat. Es folgt
C1C1 0
A;‘l@ = = En,
0 CnCn,

also ist ® eine Isometrie.
Sei ® bijektiv und ®* = ®* fiir ein k € N, k > 2. Dann gilt
P od="0d=Pod"=dod*
also ist ® normal.
Sei nun ¢ EW von @, d.h., es gibt ein = # 0 mit ®(x) = cx. Es gilt
clx,z) = (D(z), ) = (z,d*(2)) = (z, ®*(x)) = (z, Fz) = c*(z, x)

und damit ¢ = &*, was |c| = |c|* bzw. |¢|(1 — |¢|[*7!) = 0 impliziert. Da ¢ # 0 und k > 2 gilt,
folgt [c|*~ = 1 und damit |c| = 1. Also ist ® eine Isometrie.



Losung zu Aufgabe 3 (9. Ubungsblatt)

® normal = Kern ® = Kern ®* (wegen ||®(v)|| = ||®*(v)]| fiir alle v € R?*) und Kern ®* 1 Bild ®
(wegen (®(v),w) = (v, ®*(w)) = 0 fiir alle v € R® und w € Kern ®*), also Kern® | Bild ®. Da

3 0 3 0
4 | €eBild®und ([0}, 4 |)#O0, folgt [0 ]| ¢ Kern®.
—33 1 —33 1
0 0 0 3
=®[0]=al|0],a#0,und[|{O],[ 4 |]CBild®.
1 1 1) \-33
® nicht injektiv = dimKern® > 1 = dim Bild ® < 2
0 3 0 3
= Bide=[[o],| 4 N1=[[o].[4]]
1 —33 1 0
—4
Kern® = (Bild®)* =[| 3 |].
0
3 0 3 3 0
Bild @ ist ®-invariant = & [4 | =b [0 ] + ¢ |4 | mit b,c € R, wobei wegen ([ 4],[0])=0
0 1 0 0 1

gilt:

S

I

=
o W w
o W

0 3 0 3\ /0
aloy=(la].alo]y=alla].[0]) =0
1 0 1 0 1
0
o

Die Abbildungsmatrix von ® bzgl. B ist

i

%)
il

o O O
o e O
o O O

7Zu bestimmen sind noch a und ¢: Der Ansatz

— 3
)+$2 0 + 3 4 s

11 0
liefert xo = 11,321 + 43 = 4, —4x1 + 3x3 = —5, woraus sich z3 = %,xl = % ergibt. Somit
3 -5 0 0 3
2 1
4 =d| 4 | = ;—5 Ol +11-a|0]| + % cl|4
—33 11 0 1 0

= -33=1la,4=c- 5z und3=c- 2 = a=—3,c=25,

0 0 O
=As=(0 =3 O
0 0 25



Losung zu Aufgabe 4 (9. Ubungsblatt)
Da ® normal ist und dim V' < oo, gibt es eine ONB aus EV von &, so dass

C1 0
A@Z , CZ‘GC,
0 Cn,

gilt. Wegen

Af = ., k=0,1,2,...

folgt fiir ¢ = bo + byx + ... + bya™

q(c1) 0
q(Ag) = boEy 4+ biAg + ...+ b AT = :

0 | q(cn)

Zum Beweis, dass ¢(®) eine Isometrie von V' ist, g.z.z.: ¢(Ag) ist unitér, d.h., mTq(Aq,) =FE,.
Wegen

p(cr) 0

0=p(As) = -
0 p(cn)

ist p(¢;) =0 fiiri =1,...,n und somit |¢(¢;)| =1 firi=1,...,n. Also

- Q(Cl) 0 Q(C1) 0 ‘Q(C1)|2 0
q(As) q(As) = = =F,.
0 q(cn) 0 q(cn) 0 lq(cn)]?




