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Themen: adjungierte Abbildungen, Selbstadjungiertheit

Vorschlag 1.
Es seienV,W,X euklidische Vektorräume,Φ,Φ1,Φ2 : V → W linear,Ψ : W → X linear,
a1, a2 ∈ R. Es sei vorausgesetzt, dassΦ∗,Φ∗
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,Φ∗

2
,Ψ∗ existieren. Zeige:

(a) (Φ∗)∗ = Φ

(b) (a1Φ1 + a2Φ2)
∗ = a1 · Φ

∗

1
+ a2 · Φ

∗
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(c) (Ψ ◦ Φ)∗ = Φ∗ ◦Ψ∗

Vorschlag 2.
Es seienV,W endlichdimensionale euklidische Vektorräume undΦ ∈ Hom(V,W ). Zeige:

(a) KernΦ∗ = (BildΦ)⊥

(b) BildΦ⊕KernΦ∗ = W

(c) Φ surjektiv⇔ Φ∗ injektiv und Φ injektiv ⇔ Φ∗ surjektiv

Vorschlag 3.
Es seien wiederV ein euklidischer Vektorraum undΦ ∈ Hom(V, V ) so dassΦ∗ existiert. Zei-
ge, dass es eine selbstadjungierte AbbildungΨ1 ∈ Hom(V, V ) und eine antiselbstadjungierte
AbbildungΨ2 ∈ Hom(V, V ) gibt mit Φ = Ψ1 +Ψ2.

Vorschlag 4.
Es seienV ein euklidischer Vektorraum,x0 ∈ V , a ∈ R. Die lineare AbbildungΦ : V → V sei
definiert durchx 7→ ax− 〈x, x0〉 · x0.

(a) Zeige, dassΦ selbstadjungiert ist.

(b) Für welchea ∈ R gilt die Ungleichung〈Φ(x), x〉 ≥ 0 für allex ∈ V ?

Vorschlag 5.
Im R

2 (mit Standardskalarprodukt) sei der EndomorphismusΦ gegeben, der bzgl. der Basis
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) die Abbildungsmatrix
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habe. IstΦ selbstadjungiert? BestimmeΦ∗.


