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Aufgabe 1 (3 Punkte)
Wir betrachten den komplexen Vektorraum 𝑉 = ℂu�. Zeigen Sie:

(a) Das Standardskalarprodukt ⟨⋅, ⋅⟩ auf 𝑉 ist tatsächlich ein Skalarprodukt.

(b) Ist 𝑛 = 𝑚2 und identifizieren wir 𝑉 = ℂu� komponentenweise mit dem Vektorraum ℂu�×u� der
𝑚 × 𝑚-Matrizen, so ist das Standardskalarprodukt durch ⟨𝐴, 𝐵⟩ = Spur(𝐴𝐵∗) gegeben. Dabei
sei 𝐵∗ = 𝐵⊤.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien 𝐾 ein Körper, 𝑉 = 𝐾3 und 𝛽 ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝐾 eine nicht ausgeartete Bilinearform. Für 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉
definieren wir vermöge der Vorschrift 𝑤 ↦ det(𝑢 𝑣 𝑤) eine Abbildung 𝐷u�u� ∶ 𝑉 → 𝐾. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung 𝐷u�u� ist für jede Wahl von 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 eine Linearform auf 𝑉 .

(b) Zu je zwei Vektoren 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 gibt es ein eindeutiges 𝑘(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑉 , so dass 𝐷u�u�(𝑤) = 𝛽(𝑘(𝑢, 𝑣), 𝑤)
für alle 𝑤 ∈ 𝑉 .

(c) Die Zuordnung (𝑢, 𝑣) ↦ 𝑘(𝑢, 𝑣) ist eine antisymmetrische, bilineare Abbildung 𝑘 ∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 .

Es seien nun 𝐾 = ℝ und 𝛽 ein Skalarprodukt. Zeigen Sie:

(d) Sind 𝑢 und 𝑣 linear unabhängig, so ist ⟨𝑘(𝑢, 𝑣)⟩ = {𝑤 ∈ 𝑉 ∣ 𝛽(𝑤, 𝑢) = 𝛽(𝑤, 𝑣) = 0}.

(e) Berechnen Sie für 𝛽(𝑢, 𝑣) = 𝑢⊤ ⋅ 𝑣 den Vektor 𝑘(𝑢, 𝑣) explizit.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Es seien 𝐾 ⊆ 𝐿 Körper und 𝑉 sei ein 𝐾-Vektorraum.

(a) Zeigen Sie, dass 𝐿 ⊗u� 𝑉 ein 𝐿-Vektorraum ist.

(b) Geben Sie für dimu�(𝑉 ), dimu�(𝐿) < ∞ die Dimension von 𝐿⊗u�𝑉 über 𝐾 bzw. 𝐿 in Abhängigkeit
von dimu�(𝑉 ) und dimu�(𝐿) an.

Bitte wenden!



Aufgabe 4 (5 Punkte)
Es sei 𝑉 ein komplexer Vektorraum und ‖⋅‖ ∶ 𝑉 → ℝ sei eine Norm auf 𝑉 , welche der Parallelogramm-
gleichung

‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2)

genügt. Wir fassen 𝑉 als metrischen Raum mit der Metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑦 − 𝑥‖ auf. Weiter definieren wir
durch

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1
4

(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2) + 𝑖
4

(‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2)

eine Funktion ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝑉 × 𝑉 → ℂ.

(a) Zeigen Sie:

(i) ⟨𝑥, 𝑥⟩ = ‖𝑥‖2 für alle 𝑥 ∈ 𝑉 .

(ii) ⟨⋅, ⋅⟩ ist hermitesch.

(iii) ⟨⋅, ⋅⟩ ist in beiden Argumenten additiv.

(iv) ⟨𝜆𝑥, 𝑦⟩ = 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩ und ⟨𝑥, 𝜆𝑦⟩ = �̄�⟨𝑥, 𝑦⟩ für alle 𝜆 ∈ ℚ(𝑖) = {𝛼 + 𝛽𝑖 ∈ ℂ ∣ 𝛼, 𝛽 ∈ ℚ}.

Hinweis: Betrachten Sie für (iv) zuerst einmal ⟨𝜆𝑥, 𝑦⟩ und ⟨𝜆𝑖𝑥, 𝑦⟩ mit 𝜆 ∈ ℤ.

(b) Überzeugen Sie sich davon, dass die Norm ‖⋅‖ ∶ 𝑉 → ℝ, die Addition +∶ 𝑉 × 𝑉 → 𝑉 , die
Skalarmultiplikation ⋅ ∶ ℂ × 𝑉 → 𝑉 sowie die Abbildung ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝑉 × 𝑉 → ℂ stetige Abbildungen
zwischen metrischen Räumen sind. Dabei sei das Produkt 𝑋 × 𝑌 zweier metrischer Räume
(𝑋, 𝑑u�), (𝑌 , 𝑑u� ) mit der Metrik 𝑑u�×u� ((𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′)) = √𝑑u�(𝑥, 𝑥′)2 + 𝑑u� (𝑦, 𝑦′)2 versehen.

(c) Betrachten Sie für 𝛼 ∈ ℂ und eine Folge (𝜆u�)u�∈ℕ in ℚ(𝑖), welche gegen 𝛼 konvergiert, die Folge
|⟨𝜆u�𝑥, 𝑦⟩ − ⟨𝛼𝑥, 𝑦⟩| und schließen Sie, dass ⟨𝛼𝑥, 𝑦⟩ = 𝛼⟨𝑥, 𝑦⟩ für alle 𝛼 ∈ ℂ.

Abgabe bis spätestens Freitag, den 20. 05. 2016, um 13:00 Uhr. Werfen Sie Ihre Lösungsvorschläge in
die gelben Einwurfkästen im Foyer von Gebäude 20.30. Abgabe zu zweit ist möglich und erwünscht.
Bitte geben Sie Ihren Namen, Matrikelnummer und die Nummer Ihres Tutoriums an!


