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Aufgabe 1 (8 Punkte)

Wir betrachten den R-Vektorraum

V := {p ∈ R[X] : deg(p) ≤ 2}

mit dem Skalarprodukt

⟨p, q⟩ :=
∫ ∞

0
p(t)q(t)e−tdt.

Bestimmen Sie mit dem Gram-Schmidt Verfahren aus der Basis {1, X,X2} eine Orthonormal-
basis von V . (Hinweis: Sie dürfen verwenden, dass

∫∞
0 tne−tdt = n!.)

Lösung zu Aufgabe 1

Wir haben w1 := 1, w2 := X − ⟨X,w1⟩/⟨w1, w1⟩b1 = X − 1! · 1 = X − 1 und

w3 := X2 − ⟨X2, w2⟩
⟨w2, w2⟩

w2 −
⟨X2, w1⟩
⟨w1, w1⟩

w1

= X2 − ⟨X2, X − 1⟩
⟨X − 1, X − 1⟩

(X − 1)− ⟨X2, 1⟩
⟨1, 1⟩

1

= X2 − 4(X − 1)− 2

= X2 − 4X + 2

Es gilt ∥w1∥ = 1, ∥w2∥ = 1 und

∥w3∥2 =
∫ ∞

0
w3(t)

2e−tdt =

∫ ∞

0
(t2 − 4t+ 2)2e−tdt

=

∫ ∞

0
(t4 − 8t3 + 20t2 − 16t+ 4)e−tdt = 4!− 8 · 3! + 20 · 2!− 16 · 1! + 4 · 0!

= 24− 8 · 6 + 20 · 2− 16 + 4 = 24− 48 + 40− 16 + 4 = 28− 8− 16 = 4.

Somit ist {1, X − 1, 12(X
2 − 4X + 2)} eine ONB von V .

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N und a1, . . . , an ∈ R die Ungleichung

1√
n

n∑
j=1

aj ≤

√√√√ n∑
j=1

a2j

gilt.

http://www.math.kit.edu/iag/
https://www.math.kit.edu/iag5/~dahmen/de
https://www.math.kit.edu/iag8/~wackenhuth/de


Lösung zu Aufgabe 2

Wir wenden die Cauchy-Schwarz Ungleichung für das Standardskalarprodukt auf die Vektoren
x := (a1, . . . , an) und y := ( 1√

n
, . . . , 1√

n
) an. Dann ergibt sich

1√
n

n∑
j=1

aj =
n∑

j=1

1√
n
aj = ⟨x, y⟩ ≤ ∥x∥ ∥y∥ =

√√√√ n∑
j=1

a2j

√
n

√
n
2 =

√√√√ n∑
j=1

a2j .

Aufgabe 3

a) Zeigen Sie, dass∥∥∥∥∥∥∥
x1

...
xn


∥∥∥∥∥∥∥
∞

:= sup({|x1|, . . . , |xn|}) (xi ∈ R, i = 1, . . . , n)

für n ∈ N eine Norm auf Rn definiert. (Diese Norm wird Supremumsnorm genannt.)

b) Zeigen Sie, dass ∥ · ∥∞ nicht von einem Skalarprodukt induziert ist, wenn n > 1.

Lösung zu Aufgabe 3

(i) Definitheit: Es gilt∥∥∥∥∥∥∥
x1

...
xn


∥∥∥∥∥∥∥
∞

= 0 =⇒ |xi| ≤ 0 ∀i =⇒ xi = 0∀i =⇒

x1
...
xn

 =

0
...
0

 .

Dreiecksungleichung: Sei x =
(
x1 . . . xn

)T
und y =

(
y1 . . . yn

)T
. Es gilt

∥x+ y∥∞ = sup
1≤i≤n

|xi + yi| ≤ sup
1≤i≤n

|xi|+ |yi| ≤ sup
1≤i≤n

|xi|+ sup
1≤j≤n

|yj | = ∥x∥∞ + ∥y∥∞ .

Absolute Homogenität: Sei x =
(
x1 . . . xn

)T
, λ ∈ R. Dann gilt

∥λx∥∞ = sup
1≤i≤n

|λxi| = |λ| sup
1≤i≤n

|xi| = |λ| ∥x∥∞ .

(ii) Wir zeigen, dass (i) aus Blatt 1 Aufgabe 3 verletzt ist. Betrachten wir

x =
(
2 1 0 . . . 0

)T
, y =

(
−1 1 0 . . . 0

)T
so folgt

2 ∥x∥2 + 2 ∥y∥2 = 8 + 2 = 10 ̸= 13 = 32 + 22 = ∥x− y∥2 + ∥x+ y∥2

und damit kann ∥·∥∞ nicht von einem Skalarprodukt induziert sein.


