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Aufgabe 1 (8 Punkte)

(a) Es sei V ein R-Vektorraum mit Skalarprodukt ⟨·, ·⟩ und induzierter Abstandsfunktion d.
Zeigen Sie, dass für all a, b ∈ V die Menge

Va,b := {x ∈ V | d(x, a) = d(x, b)}

ein affiner Unterraum ist.

(b) Finden Sie einen C-Vektorraum W mit Skalarprodukt ⟨·, ·⟩C, induzierter Abstandsfunktion
dC und a, b ∈ W so, dass die Menge

Wa,b := {x ∈ W | dC(x, a) = dC(x, b)}

kein affiner Unterraum ist.

(c) Finden Sie einen normierten R-Vektorraum (U, ∥·∥) und a, b ∈ U so, dass die Menge

Ua,b := {x ∈ U | ∥x− a∥ = ∥x− b∥}

kein affiner Unterraum ist.

Lösung zu Aufgabe 1

(a) Methode 1: Es gilt

∥x− a∥ = ∥x− b∥ =⇒ ∥x− a∥2 = ∥x− b∥2

=⇒ ∥x∥2 − 2⟨x, a⟩+ ∥a∥2 = ∥x∥2 − 2⟨x, b⟩+ ∥b∥2

=⇒ ⟨x, b− a⟩ = 1

2
(∥b∥2 − ∥a∥2).

Damit ist Va,b der Lösungsraum des LGS ⟨x, b− a⟩ = 1
2(∥b∥

2 − ∥a∥2) und somit ein affiner
Unterraum.
Methode 2: Zunächst ist Va,b ̸= ∅, denn für z := a+b

2 gilt d(a, z) = ∥a− z∥ =
∥∥a−b

2

∥∥ =∥∥ b−a
2

∥∥ = ∥b− z∥ = d(b, z). Wir behaupten nun, dass z + {z − a}⊥ = Va,b. Ist v ∈ {z − a}⊥,
so gilt

∥a− (z + v)∥2 = ∥a− z + v∥2 = ∥a− z∥2 + ∥v∥2 = ∥b− z∥2 + ∥v∥2 = ∥b− (z + v)∥2 ,

da a− z = a−b
2 = −(b− z).
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Ist y ∈ Va,b, so ist

⟨y − z, a− z⟩ = 1

4
(∥y − z − (z − a)∥2 + ∥y − z + (z − a)∥2)

=
1

4
(∥y − z + (z − b)∥2 + ∥y − a∥2) = 1

4
(∥y − b∥2 − ∥y − a∥2)

= 0.

(b) Wir betrachten den C-Vektorraum W := C mit dem Standardskalarprodukt und a := 1, b :=
2. Dann ist

x+ iy ∈ W1,2 ⇐⇒ ∥x+ yi− 1∥ = ∥x+ yi− 2∥
⇐⇒ (x− 1)2 + y2 = (x− 2)2 + y2

⇐⇒ (x− 1)2 = (x− 2)2

⇐⇒ x2 − 2x+ 1 = x2 − 4x+ 4

⇐⇒ −2x+ 3 = 0

⇐⇒ x =
3

2
.

Damit ist Wa,b = {3
2 + iy | y ∈ R} und somit kein affiner Unterraum.

(c) Wir betrachten U := R2 mit der Norm ∥·∥1 und den Vektoren a := e1, b := e2. Dann gilt
λ(e1 + e2) ∈ Ua,b für alle λ ∈ R und somit LH (e1 + e2) ⊂ Ua,b. Nun gilt aber auch

d(e1, (0,−1)T ) = 2 = d(e2, (0,−1)T )

und somit ist (0,−1)T ∈ Ua,b. Wäre Ua,b ein affiner Unterraum, so müsste Ua,b folglich
zweidimensional sein (und ein Untervektorraum, da 0 ∈ Ua,b). Da aber nicht jedes Element
von R2 in Ua,b liegt (beispielsweise ist e1 ̸∈ Ua,b), ist somit Ua,b kein affiner Unterraum.

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Es sei 2 ≤ m ∈ N. Wir betrachten den C-Vektorraum V := CZ/mZ = {f | f : Z/mZ → C} und
definieren das Skalarprodukt

⟨f, g⟩ :=
m−1∑
x=0

f([x])g([x]).

Für k ∈ {0, . . . ,m− 1} definieren wir

fk([x]) := exp(2πikx/m).

Zeigen Sie:

(a) Jedes fk ist eine wohldefinierte Funktion Z/mZ → C.

(b) B := {fk | k ∈ {0, . . . ,m− 1}} ist eine Orthogonalbasis von V .



Lösung zu Aufgabe 2

(a) Sind x, y ∈ Z mit [x] = [y], so gibt es l ∈ Z mit x = y + lm. Dann ist exp(2πikx/m) =
exp(2πik(y + lm)/m) = exp(2πiky/m) exp(2πikl) = exp(2πiky/m) und damit ist fk wohl-
definiert.

(b) Wir haben

⟨fk1 , fk2⟩ =
m−1∑
x=0

exp(2πi(k1 − k2)x/m)

=
m−1∑
x=0

exp(2πi(k1 − k2)/m)x

=
exp(2πi(k1 − k2)/m)m − 1

exp(2πi(k1 − k2)/m)− 1

=
exp(2πi(k1 − k2))− 1

exp(2πi(k1 − k2)/m)− 1

= 0

Damit ist B = {fk | k ∈ {0, . . . ,m− 1}} ein Orthogonalsystem. Die Dimension von CZ/mZ

ist m, da die Kardinalität von Z/mZ gerade m ist. Damit ist B eine Menge von linear
unabhägigen Vektoren (da Orthogonalsystem) deren Kardinalität gleich der Dimension des
Vektorraums ist und somit eine Basis.


