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Aufgabe 1 (Winkeltreue Abbildungen) (8 Punkte)

Es seien V und W euklidische Vektorräume, mit dim(V ) > 0, und Φ : V → W eine injektive
lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) Für alle x, y ∈ V \ {0} gilt ∢(x, y) = ∢(Φ(x),Φ(y)).

(ii) Für alle x, y ∈ V gilt x ⊥ y =⇒ Φ(x) ⊥ Φ(y).

(iii) Für alle x, y ∈ V gilt ∥x∥ = ∥y∥ =⇒ ∥Φ(x)∥ = ∥Φ(y)∥.

(iv) Es gibt eine reelle Zahl r > 0 so, dass für alle x ∈ V gilt ∥Φ(x)∥ = r ∥x∥.

(v) Es gibt eine reelle Zahl r > 0 und eine lineare Isometrie Ψ : V →W so, dass Φ = rΨ.

(Hinweis: Was ist das Skalarprodukt von x+ y und x− y?)

Lösung zu Aufgabe 1

(i) =⇒ (ii): Klar.

(ii) =⇒ (iii): Es gilt ⟨x + y, x − y⟩ = ∥x∥2 − ∥y∥2. Ist ∥x∥ = ∥y∥, so folgt ⟨x + y, x − y⟩ = 0

und damit 0 = ⟨Φ(x+ y),Φ(x− y)⟩ = ∥Φ(x)∥2 − ∥Φ(y)∥2. Somit ist ∥Φ(x)∥ = ∥Φ(y)∥.
(iii) =⇒ (iv): Sei x ∈ V \{0}. Setze r = ∥Φ(x)∥

∥x∥ . Ist y ∈ V \{0}, so gibt es λ > 0 mit ∥λy∥ = ∥x∥.
Dann gilt nach (ii)

∥Φ(x)∥ = ∥Φ(λy)∥

und somit
∥Φ(y)∥ = λ−1 ∥Φ(x)∥ = λ−1r ∥x∥ = λ−1r ∥λy∥ = r ∥y∥ .

(iv) =⇒ (v): Es sei r > 0 das r aus (iii). Setze Ψ(x) := 1
rΦ(x). Dann ist Ψ nach (iii) eine

Isometrie.
(v) =⇒ (i): Sind x, y ∈ V , so gilt ⟨Φ(x),Φ(y)⟩

∥Φ(x)∥∥Φ(y)∥ = r−2⟨Ψ(x),Ψ(y)⟩
r−2∥Ψ(x)∥∥Ψ(y)∥ = ⟨x,y⟩

∥x∥∥y∥

Aufgabe 2 (Generelle Orthogonale Gruppen)

Es sei (V, ⟨·, ·⟩) ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum, wobei n ∈ N.

a) Zeigen Sie, dass O(V, ⟨·, ·⟩) := {Φ : V → V | Φ lineare Isometrie} mit der Verknüpfung ◦
eine Gruppe ist.

b) Zeigen Sie, dass O(V, ⟨·, ·⟩) und O(n) als Gruppen isomorph sind. (Satz 2.1.10 könnte helfen.)
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a) Seien Φ,Ψ ∈ O(V, ⟨·, ·⟩). Wegen

⟨(Φ ◦Ψ)(v), (Φ ◦Ψ)(w)⟩ = ⟨Φ(Ψ(v)),Φ(Ψ(w))⟩
= ⟨Ψ(v),Ψ(w)⟩
= ⟨v, w⟩,

⟨idV (v), idV (w)⟩ = ⟨v, w⟩,

⟨Φ−1(v),Φ−1(w)⟩ = ⟨Φ(Φ−1(v)),Φ(Φ−1(v))⟩
= ⟨(Φ ◦ Φ−1)(v), (Φ ◦ Φ−1)(v)⟩
= ⟨idV (v), idV (w)⟩
= ⟨v, w⟩

gilt Φ ◦Ψ, idV ,Φ−1 ∈ O(V, ⟨·, ·⟩), d.h. O(V, ⟨·, ·⟩) ist eine Untergruppe von S (V ).

b) Nach Satz 2.1.10 ist (V, ⟨·, ·⟩) isometrisch isomorph zu Rn mit dem Standardskalarprodukt
B, wobei n = dim(V ). Sei Ψ : V → Rn ein isometrischer Isomorphismus. Wir betrachten die
Abbildungen

α : O(V, ⟨·, ·⟩) → O(n), φ 7→ Ψ ◦ φ ◦Ψ−1,

β : O(n) → O(V, ⟨·, ·, ⟩), ϕ 7→ Ψ−1 ◦ ϕ ◦Ψ.

Diese sind wohldefiniert, denn für φ ∈ O(V, ⟨·, ·⟩), x, y ∈ Rn, gilt

B(α(φ)(x), α(φ)(y)) = B(Ψ(φ(Ψ−1(x))),Ψ(φ(Ψ−1(y))))

= ⟨φ(Ψ−1(x)), φ(Ψ−1(y))⟩
= ⟨Ψ−1(x),Ψ−1(y)⟩
= B(x, y),

d.h. α(φ) ∈ O(n), und für ϕ ∈ O(n), v, w ∈ V , gilt

⟨β(ϕ)(v), β(ϕ)(w)⟩ = ⟨Ψ−1(ϕ(Ψ(v))),Ψ−1(ϕ(Ψ(w)))⟩
= B(ϕ(Ψ(v)), ϕ(Ψ(w)))

= B(Ψ(v),Ψ(w))

= ⟨v, w⟩,

d.h. β(ϕ) ∈ O(V, ⟨·, ·⟩). Diese Abbildungen sind zueinander invers, denn für ϕ ∈ O(n),
φ ∈ O(V, ⟨·, ·⟩) gilt

α(β(ϕ)) = Ψ ◦ β(ϕ) ◦Ψ−1

= Ψ ◦Ψ−1 ◦ ϕ ◦Ψ ◦Ψ−1

= ϕ



und

β(α(φ)) = Ψ−1 ◦ α(φ) ◦Ψ
= Ψ−1 ◦Ψ ◦ φ ◦Ψ−1 ◦Ψ
= φ.

Wegen

α(φ ◦ ψ) = Ψ ◦ φ ◦ ψ ◦Ψ−1

= Ψ ◦ φ ◦Ψ−1 ◦Ψ ◦ ψ ◦Ψ−1

= α(φ) ◦ α(ψ)

ist α (und folglich auch β) ein Gruppenisomorphismus. Also sind O(V, ⟨·, ·⟩) und O(n)
zueinander isomorph.

Aufgabe 3

Es sei n ∈ N. Finden Sie eine Isometrie Φ : Cn → Cn, wobei wir Cn mit dem Standardskalar-
produkt ausstatten, die Φ(0) = 0 erfüllt und nicht in U(n) liegt.
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Wir betrachten die Abbildung

Φ : Cn → Cn,


z1
z2
...
zn

 7→


z1
z2
...
zn

 .

Dann gilt∥∥∥∥∥∥∥Φ

z1...
zn



∥∥∥∥∥∥∥ =

√
|z1|2 + |z2|2 + · · ·+ |zn|2 =

√
|z1|2 + |z2|2 + · · ·+ |zn|2 =

∥∥∥∥∥∥∥
z1...
zn


∥∥∥∥∥∥∥

für alle z1, . . . , zn ∈ C. Es gilt Φ(ie1) = −ie1 ̸= ie1 = iΦ(e1). Damit ist die Abbildung nicht
C-linear und kann also nicht in U(n) liegen. Φ(0) = 0 ist direkt ersichtlich.


