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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT

Karlsruhe Institute of Technology

Regelsystem der Mengenalgebra:
Mengenrelationen lassen sich in “Regeln”® Ri fassen:

Rl: SATcM SUT cM
ST e PM) SuUT e PM)

Abgeschlossenheit der Operationen Durchschnitt und Vereinigung

— M — M

R2: SNnT=TnNnS SuT=TusS

Die Reihenfolge der beiden Operanden ist ohne
Einfluss auf das Ergebnis -> Kommutativitat
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT
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R3:
R3(@): R n(SuT) = R3(b): R u(SNT) =
(RNS) u(RNT) (RuS) n(RuUT)

Unabhangigkeit
von Reihenfolge
der Operationen:

Distributivitat
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT

Karlsruhe Institute of Technology

R4:
S~ M=S S U@ =S

a
S S

N J

Zur Verdeutlichung neutraler Elemente:

N und U sind “neutrale” Operationen bzgl. der
Bezugsmenge M bzw. der leeren Menge @.

M und @ stellen bzgl. aller Teilmengen

universelle Schranken dar (obere/untere Schranke)
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT

ruhe Institute of Technol

R5:
Sn CylS) =09
Su CylS) =M

o / 7 .

/

Zur Existenz einer Komplementmenge:

Sund C,,(S) sind “komplementare” (oder “inverse®) Elemente
bzgl. den Operationen N und U .

Zu jeder Teilmenge S existiert eine Komplementmenge C,,(S) bzgl. M
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT

Karlsruhe Institute of Technology

Regelsystem der Mengenalgebra:
Die Regeln R1 — R5 legen mathematische Eigenschaften fur
den Umgang mit M, P(M), n und v fest:
- Operanden + Regeln: algebraische Struktur
- Operanden sind Mengen: Mengenalgebra

Mengenalgebra: MA =[P(M),n,u, Cy,, 9, M]

Boolesche Algebra: BA=[K, T,1,7,0,1]
mit: zwei zweistelligen VerknUpfungen T ("TEE") und L ("RUM"),
der einstelligen Relation — und den zwei universellen Schranken

Ound I
Fur alle Elemente aus K gelten dabei eine Reihe von Regeln

Satz 1. Ist P(M) die Potenzmenge einer beliebigen Menge M, so ist das
Verknupfungsgebilde [P(M), N, U, C,,, 9, M] stets eine Boolesche Algebra
Satz 2: Beijeder Booleschen Algebra gilt fur die Menge K: |K| = 2n(n=1,2,..)
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT
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Beispiel: Boolsche Algebra (BA)
Es sei: M| =1, K=P(M) ={9F, M}, K| =2

Nach Satz 1: Mengenalgebra MA = [P(M), N, U, C,,, G, M]
ist eine Boolesche Algebra (BA)

Verknupfungstabellen: Tabellarische Notation der Mengenoperationen
Operand 1
~ %) M a %) M M
g o
S | @ M g @ O S| M
@ D
Q o
© M M M M (%) M O M D
Ergebnis Ergebnis Ergebni
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra AT
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Abstraktionsschritt: Boolsche Algebra (BA)

- Abstraktion von spezieller Mengeninterpretation
- Abstraktion der Operanden und Operatoren

Essei: =0 und M=1, wegen|PM)|=2
und: N=T und v =1

Verknupfungstabellen: Regeln fir BA=[{0,1}, T, L, —,0,1]

Lo 1 | 0 1
0| 0 1 o 0 0 0| 1
LR i VR 110

Mathematisch wichtig: Regeln axiomatisch begriunden!
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT

Boolsche Algebra:  Huntingtonsche Axiome o y

-> formale mathematische Basis aller Boolschen Algebren
-> 5 gultige Axiome fur eine Grundmenge K und beliebige Elemente a, b, c aus K

H1:

H2:

H3:

Abgeschlossenheit a, bek

aTbeKkK albeK

Die Anwendung der Operatoren T und _L fiihrt nicht aus der Menge K heraus

Kommutativgesetz a, b ek

aTb=DbTa alb=Dbl1a

Die Reihenfolge der Operanden ist vertauschbar, die Operatoren T und L sind kommutativ

Distributivgesetz a, b, ceKkK
@alb)Tec-= @Thb Lc-=
@Tc) L(bbTc @lc)T (b L

Jeder der beiden Operatoren T und L distribuiert Giber den anderen
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT

H4: Existenz eines neutralen Elements a, 1 e Kund O, a € K
| T a=a Ola=a
Zu jedem Operator L und T existiert ein neutrales Element, das jedes beliebige
Element der Menge K unverandert beziiglich des Operators T bzw. | lasst
H5: Komplement a, k e K
aTk=0 alk=1I
Zu jedem Element a € K gibt es ein Element a = k € K, das komplementar zu a ist,
d.h. seine VerknUpfung mit a fihrt zum neutralen Element

Axiomensystem:

5 Huntingtonsche Axiome
- Verknupfungsgebilde, dessen einzelne Aussagen nicht mathematisch

ableitbar bzw. beweisbar sind, aus dem aber alle weiteren (algebraischen)
Regeln ableitbar sind

- Forderungen: Widerspruchsfrei (logisch), vollstandig, Axiome unabhangig
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT
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Axiomensystem: Boolsche Algebra

- allgemein gilt: Dualitatsprinzip

Vertauscht man in einem Satz unter alleiniger
Verwendung der Operatoren T, L und ~ alle
Operatoren T durch L und umgekehrt, so erhalt
man wieder einen Satz,

den sogenannten dualen Satz.

Enthalt der Satz die neutralen Elemente O und |,
so mussen auch diese vertauscht werden.
Diese Aussage ist wichtig zur Vereinfachung
von Beweisvorgangen und fur die Anwendung
Boolescher Algebren ("halbe Arbeit").
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT
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Huntingtonsche Axiome: Beispiele fur Interpretationen

- weitere andere Verknupfungsgebilde, die durch Abstraktion
auf das Axiomensystem zuruckgefuhrt werden kbnnen
(analog zu dem verwendeten Beispiel der Mengenalgebra)

Beispiele:

- Boolesche Algebra mit zwei Werten

BA2 = [{0,1},T,1,—0,1]
- Aussagenlogik

AL = [{wahr, falsch}, UND, ODER, NICHT, stets falsch, stets wahr ]
- Mengenalgebra mit zwei Elementen

MA, = [{9, M}, n, U, Cy, 9, M ]

- Mengenalgebra allgemein

MA = [P(M),n,u, Cy, 9, M ]
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT
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Huntingtonsche Axiome: Interpretationen
- Interessant: Verknupfungsgebilde mit [K| = 2

- Frage: istein formaler Umgang fur Binarsignale L/ H bzw. 0/ 1 durch eine
geeignete Interpretation der Huntingtonschen Axiome mdglich?

- Notwendig: Axiomatisches Verknipfungsgebilde mit Binarsignalen +

formal korrekt abgeleitete Regeln

Binadrsignale: Zweiwertige Signaldarstellung mitLund H
- Schalter als einfachste technische Realisierung

phys. GroRe:
Spannung
A
UB o—o »—o
H
..................... L
1 Y A\l |
L
1
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT
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Bindrsignale: Relais als Bauelement zur Schalterrealisierung

Schliel3er Schliel3er
g [P
"in Ruhe" Offner "hetatigt” Offner

Verknlupfungsqgebilde fir Binarsignale:

- Zusammenschaltung aus Relaisbauelementen bzgl. der Signale L und H

o— - o
Schaltungseingédnge '—’Hi Verkniipfungs- iL,H Schaltungsausgange
: gebilde :
o—| o
L,H L,H
X:(Xn”XZ’Xl) l l Y:(ym11y21y1)
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT
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MoOgliche Relaisschaltungen: ser entspricht Serien- bzw. Reihenschaltung
par entspricht Parallelschaltung

S1: o/o

O « o+« 0O 04 .;1 +—o
X X * 7
w " il
L L L L
Xy ser X; e {L,H} Xy par X, e {L,H}
S2: o—-x/._-x/o—o v o o
Lot D—L; $0 = O 2 4.0
O—ox/o—ox/o—o Xz‘_ x1°_
2 1
X, Ser X, = X, Ser X, X, par X, = X, par x,
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT

S3: __ —
o— " § z}o o—{ 1 + 0
X1 _.{ - > o
3

s e .

g IVEEIE e 3P0 Bl o

X3 X9

X, ser (X, parxj) = X, par (x, serxj) =
(x4 Ser X,y par (x, ser xj) (x, par X,y ser (X, par x3)

S4: \Y o U
© —_ { o—+_. :}o = O_./o—o
_ ~ X

X ser V=X X par U = x

V: Dauernde Verbindung U: Dauernde Unterbrechung
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I Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT
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(Negation) (Reproduktion)

das Eingangssignal wird invertiert , das Eingangsignal bleibt unverandert
d.h. L wird zu Hund H zu L.

S5 -1 X
! |
O—n/xe oL —0 v/le—
- 0—4 I +~0- O——s—90
ol v
O———yo—0 =
xserx= U xparx =V

(ideales, zeitgleiches Schalten der Kontakte vorausgesetzt)
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Algebraische Strukturen: Boolesche Algebra QT
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Folgerung: Relaisschaltungen S1 — S5 sind zulassige Interpretation der
Huntingtonschen Axiome -> formale Entwicklung digitaler Schaltungen

Verknifungsgebilde:  Schaltalgebra SA = [{0, 1}, &, V, -, 0, 1]

Beispiele: mogliche Interpretationen der Huntingtonschen Axiome

MA, HA SA
(D, M} K £0,1)
N T &
o 1 Vv
o : :
@ O 0
M | 1

18 KIT — Universitat des Landes Baden-Wirttemberg und nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft
Institut fir Technik der Informationsverarbeitung



I Schaltalgebra: Abgeleitete Beziehungen AT
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Schaltalgebraische Interpretation der Huntingtonschen Axiome:

- digitaltechnische Realisierung der zweiwertigen Boolschen Algebra
- weitere formale Regeln: direkt bzw. indirekt aus den Axiomen ableiten

Abgeleitete Regeln:

—> Dualitat der Beziehungen ausnutzen!

Regeln fir O und 1:

Rla 0O =1 R1b 1 =0
R2a OvOo = 0 R2b 1&1 =1
R3a 1vl =1 R3b 0&0 =0
R4a Ovl =1 R4b 1&0 =0
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I Schaltalgebra: Abgeleitete Beziehungen AT
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Abgeleitete Regeln:

—> fur einen Operanden a (und Konstanten!)

Regeln flur ein Element;:

R5a av0 = a R5b a&l = a
R6a avl =1 R6b a&0 =0
R7a ava a R7b a&a = a
R8a ava = 1 R8b a&a =0
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I Abgeleitete Beziehungen der Schaltalgebra QT
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Abgeleitete Regeln:

- fur zwel bzw. mehrere Operanden a, b und ¢

Reqgeln fir zwei oder mehr Elemente

Assoziative Gesetze:

R10a av(bvc) = (avb)vc=avbvc
R10b a&((bé&c) =(@a&b)&c=a&bé&c

Absorptionsgesetze:

Rlla av(@a&b)=a R11lb a&(avb)=a

De Morgansche Regeln:

R12a (avb) =a&b R12b (a&b) = avb
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I Abgeleitete Beziehungen der Schaltalgebra QT
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Beispiele:

Vereinfachunqg (Transformationen):

(@&b&c)v(@a&b)v(bv(@&a) =(a&b&c)v(@&b)v({vo) (R8b)

=(@&b&c)v(@a&b)vb (R52)
=(@&b&c)v(@&b)vb (R9)
=(a&b&c)vb (R11a)
=Db (R11a)
In UND-ODER-Form bringen:
(@vb)&c)vdv(b&c) =(@a&c)vb&c)vdv(b&c) (H3)
=(@a&c)v(pb&c)vd (R7a)
In Form ohne v-Operator bringen:
(@&b)v(c&d)ve =(@a&b)v(c&d)ve (R9)
=((a&b)v(c&d)&e (R12a)
=(a&b)&(c&d) &e (R12a)

22 KIT — Universitat des Landes Baden-Wirttemberg und nationales Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft
Institut fiir Technik der Informationsverarbeitung [\



