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Aufgabe 1. Kleinaufgaben [16 Punkte]
a. Stellen Sie den folgenden Graphen als Adjazenzfeld dar: [2 Punkte]
1 2 3 4 5 6
Vv

b. Nennen Sie zwei Operationen, die auf einer einfach verketteten Liste O(1) Zeit, auf einem
unbeschriinkten Feld hingegen O(n) Zeit benédtigen. [1 Punkt]

(weitere Teilaufgaben auf den néchsten Bléttern)
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Fortsetzung von Aufgabe 1

c. Losen Sie die drei folgenden Rekurrenzen im ®-Kalkiil:

V(n) =2014n+V(n/8), V(1) =42
W(n) =n/2014 +9W (n/8), W()=5
X(n)=8X(n/8)+V(n) X(1)=1
mit n = 8  und k € N. [3 Punkte]

d. Wieviele kiirzeste Wege von a nach f enthilt folgender gerichtete gewichtete Graph? Be-
griinden Sie kurz. [2 Punkte]

i
R

(weitere Teilaufgaben auf den néchsten Bléttern)
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Fortsetzung von Aufgabe 1

e. Zeigen Sie oder widerlegen Sie, dass 3" = Q(3%") gilt. [2 Punkte]

f. Gegeben sei eine Vorfahrendatenbank in Form eine Folge D von Paaren (ElternID, KindID),
wobei Eltern und Kinder durch Personen-IDs aus N dargestellt werden.

Geben Sie einen Algorithmus an, der in erwartet O(|D|) Zeit feststellt, ob die Person mit ID
a € N Vorfahre der Person mit ID b € N ist? Korrekte Losungen die dies noch in O(|D|log|D])
Zeit erreichen erhalten noch 2 Punkte. [3 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den néchsten Bléttern)
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Fortsetzung von Aufgabe 1

g. Gegeben ist das folgende Parent-Array aus dem Basis-Algorithmus Union-Find der Vorlesung
(kein Union-by-Rank, ohne Pfadkompression) :

2 6|
2 L

Geben Sie eine Folge von Union Operationen des Basis-Union-Find Algorithmus an, so dass
das gegebene parent-Array erzeugt wird. Geben Sie aulerdem nach jeder Union Operation an,
welche link Operation dadurch ausgefiihrt wird und wie sich das Parent-Array dadurch dndert.
Hinweis: In der Vorlesung steht link(i, j) { parent[i] := j }. [3 Punkte]

3]4]5]

v | 3 5
[2]4]2]

| 1
parent[v] || 4

v 112/3[4]5/|6

parent[v] || 1 |2 |3 |4 [5]|6

parent[v]

parent[v]

parent[v]

parent[v]

parent[v]

parent[v]
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Aufgabe 2. k-Cores [10 Punkte]

Der k-Core eines ungerichteten Graphen G = (V,E) ist gegeben durch die groBte Teilmenge
V! C V, so dass alle Knoten im knoteninduzierten Teilgraph! G’ := G[V’] einen Knotengrad
degc (v) groBer gleich k haben. Die Core-Struktur € : V — N> gibt fiir jeden Knoten v die
grofite Nummer x an, so dass v noch im x-Core enthalten ist.

a. Geben Sie fiir folgenden Graphen die Core-Struktur % an. Schreiben Sie dazu in jeden Kno-
ten v den Wert € (v).

Fiir die Losung: Kopie zum Rechnen:

[2 Punkte]

b. Geben ist ein ungerichteter Graph G = (V,E). Geben Sie einen Algorithmus an, der die
Core-Struktur ¢ in Zeit O(|V|+ |E|) berechnet und ausgibt. Begriinden Sie kurz das Laufzeit-
verhalten ihres Algorithmus.

Hinweis: Losungen die die Aufgabe in Zeit ©((|V|+ |E|)log|V]) 16sen erhalten 6 Punkte. Be-
schreiben Sie Datenstrukturen die nicht in der Vorlesung behandelt wurden genau. [8 Punkte]

GV = (VE':= {{u,v} €E |u,v€V'})

(mehr Platz zum Schreiben finden Sie auf dem nichsten Blatt)
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Fortsetzung von Aufgabe 2
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Aufgabe 3. Selektieren und Sortieren

[8 Punkte]

a. Gegeben sei die Sequenz S = (65,28,50,33,21,56,22,95,50,12,90,53,28,77,39).

Bestimmen Sie mit Hilfe des Quickselect-Algorithmus aus der Vorlesung das Element mit Rang
k = 8. Geben Sie jeweils fiir jeden Rekursionsschritt die aktuell betrachtete Teilsequenz s, den
aktuellen Wert fiir k, sowie die Sequenzena:=(e€s:e<p),b:=(ecs:e=p)undc:=(e€

s : e > p) an. Das Pivot-Element p ist fiir jeden Schritt vorgegeben. [4 Punkte]
s k | p | Sequenzen
8 28 a:

(65,28,50,33,21,56,22,
95,50,12,90,53,28,77,39)

(weitere Teilaufgaben auf den néchsten Bléttern)
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Fortsetzung von Aufgabe 3

b. Was ist die worst-case Laufzeit und die erwartete Laufzeit von Quickselect? [2 Punkt]

c. Ist Quicksort in-place? Wenn nein, mit wie viel zusitzlichem Platz kommt man in der besten
Variante aus der Vorlesung aus? [2 Punkt]
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Aufgabe 4. Palindrome [11 Punkte]

Ein Palindrom ist ein Wort w, das riickwérts geschrieben das gleiche Wort bildet. Beispiele
hierfiir sind ‘anna’, ‘kayak’ und ‘reittier’.

Jedes Wort w kann in eine Sequenz von Palindromen zerlegt werden: ‘ababba’ ldsst sich in
‘alblabba’, ‘aba|bbl|a’, ‘a|bab|bla‘ oder ‘a|b|a|b|b|a‘ zerlegen, also in 3—6 Palindrome.

Wir bezeichnen die minimale Anzahl von Palindromen in die w zerlegt werden kann mit p(w).

a. Zerlegen Sie das Wort w =‘abbababaabac’ in eine Sequenz von p(w) Palindrome und notieren
Sie p(w). Markieren Sie deutlich welche Zerlegung zu werten ist. [2 Punkte]

w=a b b ababaabac

pw) =

w=a b b ab abaabac

b. Entwerfen Sie einen Algorithmus, der fiir ein Wort w die Zahl p(w) in O(n?) berechnet,
wobei n die Linge von w ist. Begriinden Sie kurz seine Korrektheit und analysieren Sie die
Laufzeit. Die Zerlegung selbst brauchen Sie nicht ausgeben.

Hinweise: Sei wli..j| das Teilwort von w, das den i-ten bis j-ten Buchstaben enthilt. Konstruie-
ren Sie zuerst ein Array L[i, j], das angibt, ob w[i..j] ein Palindrom ist.
Losungen in a)(nz) geben hochstens 5 Punkte. [9 Punkte]

(mehr Platz zum Schreiben finden Sie auf dem nichsten Blatt)
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Aufgabe 5. Minimale Spannbdume [8 Punkte]

a. Betrachten Sie zuerst zwei Spannbdume 77,7, C E in einem ungerichteten Graphen G =
(V,E). Zeigen Sie, dass es fiir jede Kante e¢; € T; eine Kante e, € T; gibt, so dass sowohl
(T \{e1})U{ex} als auch (75 \ {e2}) U{e;} ein Baum ist. [4 Punkte]

b. Nennen und beweisen Sie die Schnitteigenschaft fiir minimale Spannbdume. [4 Punkte]
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Aufgabe 6. Hashing mit linear Probing [7 Punkte]
Wir betrachten in dieser Aufgabe Hashtabellen mit » Buckets und zugehorigen Hashfunktionen,
hy(x) =xMOD n.

Beispielsweise ist 17(42) = 0. Zur Kollisionsauflosung wird lineare, zyklische Suche angewen-
det. Folgende Hashtabelle hat die GroBe n = 10 und Hashfunktion /¢:

O |1 2|34 ] 5]6 7 8 19
99 |10 43 1 33 |35 | 63 49

a. Sei nun eine leere Hashtabelle mit n = 10 und Hashfunktion /1y gegeben.

Geben Sie eine Folge von insert-Operationen an, so dass die Tabelle nach Ausfiihren dieser
Operationsfolge den obigen Zustand hat. Wie viele Lesezugriffe auf das Array werden bei Ihrer
Operationsfolge ausgefiihrt? [2 Punkte]

(Teilaufgaben b. und c. auf dem nichsten Blatt)
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Fortsetzung von Aufgabe 6

b. Geben Sie fiir eine leere Hashtabelle der Grofle n mit Hashfunktion 4,, eine Folge von zuerst
n verschiedenen insert Operationen und anschlie3end » verschiedenen find Operationen an, so
dass jede einzelne insert Operationen zwar nur genau einen Lesezugriff auf die Tabelle benotigt,
die Laufzeit jeder der find Operationen aber linear in der Tabellengrofe ist. Begriinden Sie kurz,
warum [hre Folge das gewiinschte Verhalten liefert. [3 Punkte]

c. Nennen Sie zwei Vorteile von Hashing mit linearer Suche gegeniiber Hashing mit verketteten
Listen. [2 Punkte]
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