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Aufgabe 1. Kleinaufgaben [13 Punkte]

Bearbeiten Sie die folgenden Aufgaben.

a. Ist die Hohe eines (a,b)-Baumes mit n Eintragen immer in O(logn)? Begriinden Sie Thre
Antwort kurz. (Es gelte b > 2a—1und a > 2.) [1 Punkt]

b. Geben Sie die Kreis-Eigenschaft, die zur Berechnung minimaler Spannbidume genutzt wurde,
wieder. Sie diirfen davon ausgehen, dass alle Kantengewichte paarweise verschieden sind.
[1 Punkt]

c. Nennen Sie einen Vor- und einen Nachteil von Hashtabellen mit verketteten Listen gegeniiber
Hashtabellen mit linearer Suche. [1 Punkt]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 1

d. Nennen Sie einen Vor- und einen Nachteil von doppelt verketteten Listen gegeniiber einfach

verketteten Listen. [1 Punkt]
e. Welche Eigenschaften machen einen Graphen zu einem DAG? [1 Punkt]
f. Beweisen oder widerlegen Sie: (log,yn)" € O(n'°€2"). [2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 1

g. Ist die folgende Aussage korrekt? ,,Die Laufzeit von Dijkstras Algorithmus liegt fiir alle in
der Vorlesung genannten Implementierungen im Worst Case in Q((m +n)logn)*, wobei m die
Anzahl der Kanten und n die Anzahl der Knoten des Graphs sei. Falls ja, begriinden Sie kurz.
Falls nein, geben Sie die verbesserte Laufzeit an und benennen Sie, wie diese erreicht werden
kann. [1 Punkt]

h. Sortieren Sie diese Folge mittels der Array-Implementierung von K-Sort (KSortArray) aus der
Vorlesung aufsteigend: (5,2,9,3,5,1,8,2,0,10). Es sei K = 8, und der Schliissel eines Elements
sei der Rest bei der Division durch 8, d.h. key(x) =x mod 8.

Geben Sie den Inhalt des Arrays ¢ (des Hilfsarrays) an, unmittelbar bevor die ersten Elemen-
te ins Ausgabearray geschrieben werden. Geben Sie weiterhin den Inhalt des Arrays b (des
Ausgabearrays) und des Arrays c¢ an, nachdem der Algorithmus beendet ist. [3 Punkte]

Hilfsarray ¢ unmittelbar bevor ins Ausgabearray geschrieben wird:

0 1 2 3 4 5 6 7

Hilfsarray c nachdem der Algorithmus beendet ist:

0 1 2 3 4 5 6 7

Ausgabearray b nachdem der Algorithmus beendet ist:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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i. Gegeben sei die folgende Rekurrenz:

T(n):{1 firn=1

AT (%) +n? firn > 1
Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass
T (n) = n*(logy(n) + 1)
gilt, falls n = 2% fiir ein k € Ny,.

Hinweis: Es gilt log,(2) = 1.

[2 Punkte]
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Aufgabe 2. Binidre Heaps [11 Punkte]

Hinweis: In dieser Aufgabe handelt es sich bei Heaps stets um Min-Heaps.
a. Gegeben sei folgender bindrer Heap im impliziter Darstellung. Zeichnen Sie den Heap in
Baumdarstellung. [1 Punkt]

b. Sei A[1...n| ein Array, das einen impliziten bindren Heap darstellt. Nennen Sie die Heap-
Eigenschaft beziiglich A. [1 Punkt]

(weitere Teilaufgaben auf den nédchsten Blittern)
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c. Fiihren Sie auf folgendem Array die Methode buildHeapBackwards aus der Vorlesung aus um
einen bindren Heap aufzubauen. Geben Sie dabei den Array nach jeder Veridnderung an. Eintrége,
die sich nicht verdndern, diirfen Sie dabei leer lassen. In diesem Fall werten wir die letzte Zahl,
die in der Spalte dariiber vorkommt. [2 Punkte]

9 7 5 1 8 3 6

Platz fiir Korrekturen:

d. Fiihren Sie auf folgendem binidrem Heap die Methode deleteMin aus der Vorlesung aus. Geben
Sie dabei das Array nach jeder Verdnderung an. Eintrdge, die sich nicht verdndern, diirfen Sie
dabei leer lassen. In diesem Fall werten wir die letzte Zahl, die in der Spalte dariiber vorkommt.

[2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Platz fiir Korrekturen:

| 3 5 4 9 6 7 8 | 11 | 12

e. Fiihren Sie auf folgendem bindrem Heap die Methode insert(1) aus der Vorlesung aus um die
Zahl 1 in den Heap einzufiigen. Geben Sie dabei das Array nach jeder Verdnderung an. Eintrége,
die sich nicht verindern, diirfen Sie dabei leer lassen. In diesem Fall werten wir die letzte Zahl,

die in der Spalte dariiber vorkommt. [2 Punkte]

2 3 7 4 6 [ 10 | 9 5 8 [ 11 | 13

Platz fiir Korrekturen:

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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f. Nennen Sie einen Vorteil von Heapsort gegeniiber Mergesort und einen Vorteil von Mergesort

gegeniiber Heapsort. [1 Punkt]

g. Sie mochten aus dem Algorithmus Heapsort aus der Vorlesung nun einen stabilen Sortieral-
gorithmus konstruieren. Erldutern Sie, was einen stabilen Sortieralgorithmus auszeichnet und
wie Heapsort derart abgewandelt werden kann, dass ein stabiler Sortieralgorithmus entsteht.
Hierbei soll die grundsitzliche Funktionsweise und Laufzeit von Heapsort erhalten bleiben, Ihr

Algorithmus darf aber O(n) zusitzlichen Speicherplatz verwenden, wobei n die Eingabegrofe

bezeichnet. [2 Punkte]
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Aufgabe 3. Minimale Spannbdume [13 Punkte]

a. Fiihren Sie den Algorithmus von Kruskal an folgendem Graphen aus. Geben Sie die Kanten
in der Reihenfolge an, in der Sie vom Algorithmus ausgewdhlt werden. Geben Sie die Kante
zwischen Knoten u und v dabei als {u,v} oder (u,v) an. [2 Punkte]

Kantenreihenfolge:

b. Welche beiden Beschleunigungstechniken wurden in der Vorlesung fiir die Union-Find-
Datenstruktur eingefiihrt? Nennen und beschreiben Sie diese kurz. [2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 3

Gegeben sei nun ein Algorithmus, der wie folgt einen Spannbaum eines gewichteten ungerichte-
ten Graphen berechnet. Der Algorithmus bekommt dabei nicht sofort Zugriff auf alle Knoten,
sondern bekommt nach und nach Knoten und die zugehorigen Kanten gegeben, die den neuen
Knoten mit dem bisherigen Teilgraphen verbinden. Die Knoten werden so nacheinander gegeben,
dass stets mindestens eine Kante zwischen dem neuen Knoten und dem bisherigen Teilgraphen
existiert. Sobald der Algorithmus einen neuen Knoten bekommt, wihlt er von allen Kanten, die
den neuen Knoten mit dem bisherigen Teilgraphen verbinden, diejenige mit dem geringsten
Gewicht aus und fiigt sie dem aktuellen Spannbaum hinzu.

c. Fiihren Sie den Algorithmus an folgendem Graphen aus. Die Knoten werden dem Algorithmus
dabei in alphabetischer Reihenfolge (beginnend bei Knoten A) gegeben. Beachten Sie, dass der
Algorithmus jeweils nur Kanten betrachtet, die den neuen Knoten mit dem bisherigen Teilgraphen
verbindet. Geben Sie die Kanten in der Reihenfolge an, in der Sie vom Algorithmus ausgewéhlt
werden. Geben Sie die Kante zwischen Knoten « und v dabei als {u, v} oder (u,v) an. [2 Punkte]

Kantenreihenfolge:

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 3

d. Geben Sie einen Graphen mit Reihenfolge der Knoten an, so dass der Algorithmus keinen
minimalen Spannbaum berechnet. [2 Punkte]

e. Nach der Vorlesung kann die minimale Kante eines Schnittes jeweils fiir einen minimalen
Spannbaum verwendet werden. Der Algorithmus wihlt stets die kleinste Kante aus dem Schnitt
zwischen dem neu hinzuzufiigenden Knoten und dem bisherigen Teilgraphen aus. Warum
impliziert dies nicht, dass der Algorithmus immer einen MST berechnet? [2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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Fortsetzung von Aufgabe 3

f. Gibt es fiir jeden beliebigen gewichteten ungerichteten Graphen eine Reihenfolge der Knoten,
so dass der Algorithmus den minimalen Spannbaum berechnet? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Geben Sie gegebenfalls an, wie man die Reihenfolge der Knoten bestimmen kann. Beachten Sie,
dass dem Algorithmus stets nur Knoten gegeben werden konnen, die durch eine Kante mit dem

alten Teilgraph verbunden sind. Sie diirfen davon ausgehen, dass alle Kantengewichte paarweise
verschieden sind. [3 Punkte]
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Aufgabe 4. Kiirzeste Wege [12 Punkte]

Ein Paketunternehmen, das sich auf Haus-zu-Haus-Paketzustellung spezialisiert hat, mochte die
Auslieferung optimieren. Bei Abholung eines Paketes vom Starthaushalt bringt der Paketdienst
das Paket zunichst zu einem Paketzentrum. Von dort bringt ein Zulieferer das Paket zum
gewiinschten Zielhaushalt. Dabei soll der Weg insgesamt minimiert werden. Es ist also jeweils
ein kiirzester Weg vom Start zum Ziel gesucht, der iiber mindestens ein Paketzentrum verlauft.
Der Weg darf dabei sowohl iiber mehrere Paketzentren, als auch iiber andere Haushalte laufen.
Dieses Problem sei wie folgt durch einen Graphen modelliert. Sei G = (V,E) ein gewichteter
ungerichteter Graph mit n = |V| Knoten. Sei P C V die Menge der k = |P| Paketzentren, und die
tibrigen V\ P Knoten die Menge der n — k Haushalte. Weiter gebe es fiir zwei Knoten u,v € V
genau dann eine Kante {u,v} € E mit Gewicht ¢, wenn der Paketbote iiber einen Weg der Linge
¢ direkt von u nach v (und v nach u) fahren kann.

a. Gegeben sei folgender Graph. Hierbei sei P = {C,D,E} (im Graphen grau markiert) die
Menge der k = 3 Paketzentren. Geben Sie einen kiirzesten Weg von A nach H an, der iiber
mindestens ein Paketzentrum verliduft. Markieren Sie den Weg entweder eindeutig erkennbar im
Graphen, oder geben Sie die Knotenreihenfolge an. (Sobald Sie in irgendeiner Art und Weise
eine Kante markiert haben, die nicht zum Pfad gehort, geben Sie bitte die Knotenreihenfolge an.)

[2 Punkte]

Knotenreihenfolge:

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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b. Geben Sie nun fiir eine allgemeine Menge P von Paketzentren einen Algorithmus an, der
fiir ein Knotenpaar {u, v} einen Pfad findet, der tiber mindestens eines der k = |P| Paketzentren
verlduft. Ihr Algorithmus soll dabei in zwei Phasen vorgehen: In der Vorberechnungsphase darf
Ihr Algorithmus (innerhalb der vorgegebenen Zeit- und Platzschranken) Daten vorberechnen.
In dieser Phase ist dem Algorithmus der Graph bekannt, nicht aber die spiter folgenden
Anfragen. In der auf die Vorberechnungsphase folgende Anfragephase bekommt Ihr Algorithmus
dann eine Reihe von Anfragen, d.h. von Knotenpaaren {«,v} und muss (wieder innerhalb der
unten gegebenen Schranken) einen Pfad zwischen beiden Knoten finden. Die Nebenbedingungen
fiir die beiden Phasen lauten:

e In der Vorberechnungsphase darf Thr Algorithmus maximal O(|P|(|V|+ |E]|)log(|V]))
Zeit und maximal O(|P|-|V|) zusitzlichen Speicher verwenden. Erinnerung: In dieser
Phase sind die Paare {u, v}, die spiter angefragt werden, noch nicht bekannt!

e In der Anfragephase muss Ihr Algorithmus dann fiir jedes angefragte Paar {u,v} in
Zeit O(|P| + |V|) einen kiirzesten Weg von u nach v ausgeben, der iiber mindestens ein
Paketzentrum verlduft.

Geben Sie einen solchen Algorithmus in Pseudocode an. (Fiir informelle Losungen kdnnen
gegebenenfalls noch Teilpunkte vergeben werden.)

Fiir Thren Algorithmus diirfen Sie davon ausgehen, dass der Graph als Adjazenzarray A vorliegt.
Auflerdem bekommen Sie ein weiteres Array P und dessen Lidnge k gegeben, in dem die Indizes
der Knoten gespeichert sind, die die Paketzentren darstellen.

Hinweis: Sie diirfen Algorithmen, die aus der Vorlesung bekannt sind, als Unterroutinen fiir Thre
Losung verwenden, ohne deren Implementierung anzugeben. [6 Punkte]

(zusitzlicher Platz auf dem nédchsten Blatt)
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Zusitzlicher Platz fiir Aufgabe b.:

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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c. Begriinden Sie, warum Ihr Algorithmus aus b. die geforderte Zeitkomplexitit erreicht.
[2 Punkte]

d. Um auch Einbahnstralen zu beriicksichtigen, betrachten wir nun gerichtete Kanten. Genauer
sei G = (V,E) ein gewichteter gerichteter Graph mit n = |V| Knoten. Weiter gebe es fiir zwei
Knoten u,v € V genau dann eine Kante (u,v) € E mit Gewicht ¢, wenn der Paketbote iiber einen
Weg der Linge ¢ direkt von u nach v fahren kann.

Skizzieren Sie kurz, wie Sie Ihren Algorithmus aus Teilaufgabe b. abindern miissen, um das
gegebene Problem auf einem gerichteten Graphen zu 16sen. Dabei sollen sich die asymptotischen
Laufzeitschranken nicht dndern. [2 Punkte]
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Aufgabe 5. Dynamische Programmierung [11 Punkte]
Ein Chemiekonzern verwendet eine Reihe von k Chemikalien (die wir mit 1,2, ...,k durchnum-
merieren), und Sie kennen deren jeweiligen Bedarf fiir die nidchste Zeit. Der Bedarf an den Che-
by
mikalien sei durch den Vektorb= | : | € ]szo gegeben, wobei der j-te Eintrag b; dem Bedarf
by
ai,
an Chemikalie j entspricht. Sie haben aulerdem n Angebote als Vektorena; = | : | € szo
ik

firi € {1,...,n} vorliegen mit jeweiligen Preisen p; € N fiir i € {1,...,n}. Dabei entspricht
a; j der Menge der Chemikalie j im i-ten Angebot und p; dem Preis des i-ten Angebot (fiir
je{l,...;k}undi€e{l,....n}).

Sie konnen Angebote nur entweder komplett annehmen oder komplett ablehnen. Ein Angebot
kann nur einmal, und nicht beliebig oft angenommen werden. Sie mochten Ihren gesamten
Bedarf zu einem moglichst geringen Gesamtpreis decken. Dabei ist es unproblematisch, wenn
Sie zu groBle Mengen einer Chemikalie einkaufen.

a. Der Konzern bendtigt 20 Einheiten Sauerstoff, 40 Einheit Wasserstoff, 80 Einheiten Stickstoff,
5 Einheiten Helium und 5 Einheiten Krypton, so dass sich der Bedarf

20
40
b= 1280
5
5
ergibt. Es liegen folgende 5 Angebote vor:
10 5 30 5 0
40 0 0 5 90
aj=120], ap=|60|, a3=| 0], as= |30 und as = | 80
0 5 5 0 0
0 0 0 5 5
mit Preisen p1 =150, p> =30, p3 =40 ps =150 und ps = 100.

Welche Angebote wihlen Sie, um den Preis zu minimieren? Welcher Preis ergibt sich? [2 Punkte]

(weitere Teilaufgaben auf den nédchsten Blittern)
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b. Stellen Sie ein ganzzahliges lineares Programm (ILP) auf, das die Aufgabe allgemein (nicht nur
fiir die konkreten Werte aus a.) als Minimierungsproblem beschreibt. Geben Sie dazu die beno-
tigten Variablen, die zu minimierende Kostenfunktion und alle erforderlichen Nebenbedingungen
an. [3 Punkte]

c. Eine optimale Losung des Minimierungsproblems lédsst sich aus optimalen Losungen von
Teilproblemen zusammensetzen. P[i,b] bezeichne hierbei den minimalen Preis um den Bedarf b
mit den Angeboten ay, ...,a; abzudecken. Sollten die gegeben Angebote die geforderten Mengen
insgesamt nicht erfiillen konnen, soll der Preis oo entsprechen. Geben Sie die Rekurrenz und den
Basisfall fiir die Losung des Minimierungsproblems auf diese Art und Weise an.  [3 Punkte]

e Basisfall fiiri = 1:

P[1,b] =

e Rekurrenz fiiri = n,...,2:

Pli,b] =

(weitere Teilaufgaben auf den nichsten Blittern)
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d. Geben Sie nun basierend auf der Rekurrenz aus c. ein dynamisches Programm in Pseudocode
an, das die Kosten der Optimallosung dieses Problems berechnet. Sollten die gegebenen Angebote
die geforderten Mengen insgesamt nicht erfiillen konnen, soll Thr Algorithmus o als Kosten
zuriickgeben. [3 Punkte]
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Konzeptpapier fiir Nebenrechnungen.




