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Erinnerung: Partielle Funktionen

» partielle Funktion von A nach B

» rechtseindeutige Relation f C Ax B

» d. h.: fiir jedes a gibt es hochstens ein b € B mit (a,b) € f
» ggf. wieder b = f(a) geschrieben

» andernfalls ist , f(a) undefiniert"

» Notation f : A --» B um anzudeuten, dass f partiell ist

> beachte: totale Funktionen sind spezielle partielle Funktionen
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Turingmaschinen: Ursprung

» eingefiihrt von Alan Turing (1912 — 1954)
http://www.turing.org.uk/turing/index.html

» ,,On computable numbers, with an application to the
Entscheidungsproblem *
Proceedings of the London Mathematical Society 42, 1936,
S. 230-265.

» ,The informal arguments [...] are as lucid and convincing
now as they were then. [...] the best introduction to the
subject [...] superior piece of expository writing.*

http://www.scholarpedia.org/article/Turing_machine
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Turingmaschinen 7/77



Turingmaschinen: das Bild

O O a b b a a O

» Steuereinheit: endliche Zustandsmenge Z
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Turingmaschinen: das Bild

> endliche Zustandsmenge Z

» Band, in Felder unterteilt:
beschriftet mit Symbolen aus Bandalphabet X
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Turingmaschinen: das Bild

> endliche Zustandsmenge Z
» Bandalphabet X

» Schritt:

» neue Feldbeschriftung g(z,a)
» neuer Zustand f(z,a)
» Kopfbewegung m(z,a)
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Turingmaschinen: das Bild

> endliche Zustandsmenge Z
» Bandalphabet X

» Schritt:

» neue Feldbeschriftung g(z,a) =c
» neuer Zustand f(z,a) = 2/
» Kopfbewegung m(z,a) = +1
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Turingmaschinen: Formalisierung

T =(Z,2,X,f, g, m) festgelegt durch
> eine Zustandsmenge Z

» einen Anfangszustand zp € Z
» ein Bandalphabet X
» meist mit Blanksymbol O

> eine partielle Zustandsiiberfiihrungsfunktion
f:ZxX--3Z

> eine partielle Ausgabefunktion
g:ZxX--»X und

> eine partielle Bewegungsfunktion
m:ZxX--»{-1,0,1} oder {L,0, R}
> f, g, m fiir die gleichen Paare
(z,x) € Z x X definiert bzw. nicht definiert
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Turingmaschinen: Darstellung der Arbeitsweise (TM BB3)
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Beispielberechnung (1)

A B C H
o 1,RB O,RC 1,LC
1 1,RH 1,RB 1,LA
A

o 0o o o o o o O
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Beispielberechnung (1)

A B C H
o 1,RB O,RC 1,LC
1 1,RH 1,RB 1,LA
A

o o o o o o o O
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Beispielberechnung (1)

A B C H
o 1,R,B O,RC 1,LC
1 1,RH 1,RB 1,L A
A

o o o o o o o O
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Beispielberechnung (1)

A B C H
1,R,B 0O,R,C 1,L,C
1 1,RH 1,RB 1,LA
A

o o o o o o o O
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Beispielberechnung (2)

A B C H
1,R,B 0O,R,C 1,L,C
1 1,RH 1,RB 1,LA
A
o o o o o o o O
B

O o o 1 O o o o
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Beispielberechnung (3)

A B C H
o 1,RB O,RC 1,LC
1 1,RH 1,RB 1,LA
A
o o o o o o o O
B

O o o 1 O o o o
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Beispielberechnung (4)

A B C H
0 1,R,B 0O.,R,C 1,L,C
1 1,RH 1,RB 1,LA
A
O o O o o o o O

B
O o o 1 o o g O
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Beispielberechnung (5)

A B C H
o 1,RB O,RC 1,LC
1 1,RH 1,RB 1,L A
A
o O o o o o o g

O o o 1 o o o O

0

O O o 1 0o o o o
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Turingmaschinen: Konfigurationen

» Konfiguration: ,, Gesamtzustand” einer Turingmaschine
» c=(z,b,p)€Zx Xt xZ
> aktueller Zustand z € Z der Steuereinheit,
> aktuelle Beschriftung des gesamten Bandes:
totale Abbildung b:Z — X
» aktuelle Position p € Z des Kopfes

» Cr1: Menge aller Konfigurationen von T
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Turingmaschinen: ,,iiberschaubare” Bandbeschriftungen

» Bandbeschriftung: ein , potenziell unendliches Gebilde"
» In weiten Teilen der Informatik interessieren

» endliche Berechnungen, die
> aus endlichen Eingaben
» endliche Ausgaben

berechnen.
» Fast" das ganze Band ist immer , leer":

» Bandalphabet enthilt das sogenannte Blanksymbol

» O € X geschrieben
» hier: Bei allen vorkommenden Bandbeschriftungen sind nur

endlich viele Felder nicht mit O beschriftet.
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Ein Schritt einer Turingmaschine

» Sei ¢ = (z, b, p) die aktuelle Konfiguration einer TM T.
» Wenn fiir das Paar (z, b(p)) die Funktionen f, g und m
definiert sind,
» dann kann die TM einen Schritt machen.
» Nachfolgekonfiguration ¢’ = (Z/, b/, p’) ist wie folgt definiert:
> ' =1f(z,b(p))
s viez by =420 falls i 7 p
glz,b(p)) fallsi=p
> p' = p+ m(z,b(p))
» schreiben ¢’ = Aq(c), also
» Ay :Cr--»Ct
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Langere Beispielberechnung von BB3

A B
OO0OO0OO0OooaoaQ oo111 100
B B
Ooo1!1o0oo0oad oo111 100

C B
Ooo1!1oo0ooaod ooi111 100
C C
ooo1!10o1l1oao oo1t111 100
C C
ooo1 1100 oo1t111 101
A C
ooo1 1 100 oo111 1 11
B A
oo 11 1 1 00 oo111 1 11
B H
oo 111 1 00 oo111 1 11
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Berechnungen und Endkonfigurationen

» c ist Endkonfiguration, falls Aj(c) nicht definiert ist.
» endliche Berechnung:

» endliche Folge von Konfigurationen (co, c1, 2, .. ., Ct),

wobei fiir alle 0 < i < ¢t gilt ¢; = A1(ci-1)

» haltende Berechnung:

» endliche Berechnung,

> deren letzte Konfiguration eine Endkonfiguration ist
» unendliche Berechnung:

» unendliche Folge von Konfigurationen (¢, ¢1, ¢, . .. ),
wobei fiir alle 0 < 7 gilt ¢; = Ay(ci—1)
» heiBt auch nicht haltend
» simples Beispiel
> f(z,x) =z,
> g(z,x) =x und
» m(z,x)=1

» Kann man so etwas nicht einfach , wegkonstruieren“? . ..
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Rechnen bis zur Endkonfiguration

>

analog zu A; allgemein fiir t € Ng Abbildung A, : C7 --+Cr

Ng=1
Apy1 = A10 A

Zu jeder Konfiguration ¢ gibt es genau eine Berechnung, die
mit ¢ startet und moglichst lange dauert.

Wenn diese Berechnung halt, dann ist der Zeitpunkt zu dem
das geschieht natiirlich auch eindeutig.

Wir schreiben A, fiir die partielle Abbildung Ct --» Ct+ mit

At(c) falls A¢(c) definiert und
A,(c) = Endkonfiguration ist
undefiniert  falls A;(c) fiir alle t € Ny definiert ist
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zwei Arten von Turingmaschinen

analog zu endlichen Automaten
» Berechung von Funktionen

» Erkennung formaler Sprachen

» Turingmaschinenakzeptoren
» Entscheidungsprobleme

Turingmaschinen Eingaben fiir Turingmaschinen



Eingaben und Anfangskonfigurationen

» Eingabealphabet A C X \ {0} spezifiziert ist.
» Blanksymbol nicht dabei
» Anfangskonfiguration co(w) = (z, b, p) fir Eingabe w € A*

> Z = 2

» b=b,:Z— X

b (i) O falls i <OVi>|w]
wll) = L
w(i) falls0<iAi<]|w|

> Kopf auf dem ersten Eingabesymbol (falls w # ¢)
» Anfangskonfiguration bei Eingabe evtl. mehrerer Zahlen
» geeignet harmlos, z. B.
000101100 oder
Ooo[1011] [101]100 oder
00o[1011,101100 oder

vV vy vy

Turingmaschinen Eingaben fiir Turingmaschinen
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analog zu endlichen Automaten
» Berechung von Funktionen: ein Ausgabewort

» Erkennung formaler Sprachen: ein Bit akzeptiert/abgelehnt

» Turingmaschinenakzeptor T:

» Teilmenge F C Z akzeptierender Zustinde
» T akzeptiert w, wenn
» T fiir Eingabe w hilt und
> der Zustand der Endkonfiguration A.(cy(w)) akzepierend ist.
» L(T): Menge der akzeptierten Worter
die von der Turingmaschine akzeptierte Sprache
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Aufzahlbare und entscheidbare Sprachen

> zwei Moglichkeiten, wenn w von T nicht akzeptiert wird:
1. T hélt fiir Eingabe w, aber
Endzustand ist nicht akzeptierend.
2. T halt fir Eingabe w nicht.
» Was weill man?
1. T ist fertig und lehnt die Eingabe ab.
2. T ist noch nicht fertig.
Ob T irgendwann w noch akzeptiert oder ablehnt, ist unklar.
» zwei Definitionen
1. L heiBt aufzahlbare Sprache, wenn es eine Turingmaschine
gibt, die L akzeptiert.
2. L heiBt entscheidbare Sprache, wenn es eine Turingmaschine
gibt, die immer halt und L akzeptiert.

» Entscheidbarkeit ist eine starkere Forderung

Turingmaschinen Ergebnisse von Turingmaschinen



Palindromerkennung: Beispielberechnung
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Palindromerkennung: Beispielberechnung

r /
o O a b b a Od O O O b b O O
ra r
o o d b b a O O O O b b o 0O
ra 4
o o ad b b a O o 0o o o b o 0O
ra 146}
o O O b b a O o o o o b O O
ra /b
o o O b b a O o 0o o o b o 0O
I /
o o ad b b a O o o o o O o 0O
/ r
o o d b b O O o o o o o o 0O
/ f.
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Palindromerkennung: Beispielturingmaschine

alaR, b|bR

alal, b|bL

b|OR

8 o|oL
alaR, b|bR

O|OR

Turingmaschinen Ergebnisse von Turingmaschinen
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Palindromerkennung: Beispielturingmaschine

alaR, b|bR

()

alal, b|bL

b|OR b|OL

8 o|oL
alaR, b|bR

O|OR

Turingmaschinen Ergebnisse von Turingmaschinen
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Das sollten Sie mitnehmen:
» Turingmaschinen

» Steuereinheit endlich
» Band

» unendlich, aber
» nur endlich viel nicht leer

> alles endlich beschreibbar
> die klassische Formalisierung des Algorithmusbegriffs

» Berechnungen

» haltende
» nicht haltende

Das sollten Sie iiben:
» Beispielturingmaschinen konstruieren

» Beispielturingmaschinen verstehen
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» Annahme in diesem Abschnitt: alle
Turingmaschinen halten fiir jede Eingabe.

> Versprechen: Fiir die Fragestellungen in diesem Abschnitt
(Komplexitatstheorie) ist das in Ordnung

» Vorsicht: Fiir die Fragestellungen im Abschnitt iiber
unentscheidbare Probleme ist das nicht mehr in Ordnung.
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Zeitkomplexitat

» Beurteilung des Zeitbedarfs einer Turingmaschine
> definiere

timer : AT — N,

TimeTt : Ny — N4

wie folgt:

timer(w) = dasjenige t mit A¢(cp(w)) = Ax(co(w))
Timer(n) = max{timer(w) | w € A"}

» Timer heiBt Zeitkomplexitdt der Turingmaschine
> Zeitbedarf beschrieben
» nicht fiir jede Eingabe einzeln, sondern
> in Abhangigkeit von der Lange der Eingabe
» der schlimmste Fall
» Zeitkomplexitat einer Turingmaschine polynomiell, wenn ein
Polynom p(n) gibt mit Timer(n) € O (p(n)).

Berechnungskomplexitat KomplexitdtsmaBe



Zeitkomplexitat der Beispielturingmaschine fiir Palindromerkennung

» Fiir Eingabe der Lange n > 2 schlimmstenfalls

1. erstes und letztes Symbol miteinander vergleichen,

und weil {ibereinstimmend, zuriicklaufen und anschlieBend
2. fiir Teilwort der Lange n — 2 ohne Randsymbole

wieder ein Palindromtest

» Zeitbedarf:

1. 2n+ 1 Schritte
2. O(Time(n — 2))

insgesamt also

Time(n) <2n+ 1+ Time(n — 2)

> Zeitaufwand fiir Worter der Lange n = 1 auch gerade 2n+ 1

> also
Time(n) € O (n?)

d. h. polynomielle, genauer quadratische, Zeitkomplexitat
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Raumkomplexitat

» Beurteilung des Speicherplatzbedarfs einer Turingmaschine

» definiere

spacer(w) : AT — N,
Spacet(n) : N — Ny

wie folgt

spacer(w) = die Anzahl der Felder, die wahrend der
Berechnung fiir Eingabe w bendtigt werden

Spacet(n) = max{spacer(w) | w € A"}

» Ein Feld wird , bendtigt”, wenn es anfangs ein Eingabesymbol
enthalt oder einmal vom Kopf der TM besucht wird.

» Spacet heiBt die Raumkomplexitit oder Platzkomplexitit der
Turingmaschine

Berechnungskomplexitat KomplexitdtsmaBe



Raumkomplexitat der Beispielturingmaschine fiir Palindromerkennung

> bendtigte Felder:

» n Felder mit den Eingabesymbolen
> jeweils ein weiteres Feld links bzw. rechts davon werden
besucht

» polynomieller, namlich linearer, Platzbedarf

Space(n) =n+1¢€ O (n)
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Zusammenhange zwischen Zeit- und Raumkomplexitat (1)

» Wenn T fiir Eingabe w genau time(w) Schritte macht,
» dann kann T hochstens 1 + time(w) Felder besuchen.
» Folglich immer

space(w) < max(|w|, 1 + time(w)) .

» Jede Turingmaschine mit polynomieller Laufzeit hat auch nur
polynomiellen Platzbedarf.
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Zusammenhange zwischen Zeit- und Raumkomplexitat (2)

nun umgekehrt von Raum- zu Zeitkomplexitat:

>

Auf k Feldern konnen (|X| — 1)k interessante”
verschiedene Inschriften stehen.

| |

Man kann sehr wohl Turingmaschinen konstruieren, die zwar
polynomielle Raumkomplexitat, aber exponentielle
Zeitkomplexitat haben.

viele je Eingabewort

Eine Turingmaschine mit polynomiellem Platzbedarf kann
exponentiellen Zeitbedarf haben.
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Komplexitatsklassen

» Eine Komplexitatsklasse ist eine Menge von Problemen.
> hier: nur Entscheidungsprobleme, also formale Sprachen

» Charakterisierung durch Beschrankung der zur Verfiigung
stehen Ressourcen, also z. B. Schranken fiir Zeitkomplexitat
oder Raumkomplexitat (oder beides)

» Beispiel: alle Entscheidungsprobleme, i.e. formalen Sprachen,
die von Turingmaschinen entschieden werden kénnen, bei
denen gleichzeitig

> Zeitkomplexitit in O (n*) und

» Raumkomplexitdt in O (n3/2 log n) ist
wobei n die GroBe der Probleminstanz, also die Lange des
Eingabewortes ist.
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Zwei wichtige Komplexitatsklassen

» P ist die Menge aller formaler Sprachen, die von
Turingmaschinen entschieden werden konnen, deren
Zeitkomplexitdt polynomiell ist.

» PSPACE ist die Menge aller formaler Sprachen, die von
Turingmaschinen entschieden werden kdnnen, deren
Raumkomplexitat polynomiell ist.

Beispiele
»  Palindromerkennung" bzw. die formale Sprache aller
Palindrome ist in P
> ,,Aquivalenz reguldrer Ausdriicke” ist in PSPACE

Berechnungskomplexitat Komplexitatsklassen



Zusammenhang zwischen P und PSPACE

» polynomielle Laufzeit impliziert polynomiellen Platzbedarf

» Eine Turingmaschine, die belegt, dass ein Problem in P ist,
belegt gleichzeitig auch, dass das Problem in PSPACE ist.

» Also
P C PSPACE .
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Zusammenhang zwischen P und PSPACE

» polynomielle Laufzeit impliziert polynomiellen Platzbedarf

» Eine Turingmaschine, die belegt, dass ein Problem in P ist,
belegt gleichzeitig auch, dass das Problem in PSPACE ist.

» Also
P C PSPACE .

» Und umgekehrt? Vorsicht!
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Zusammenhang zwischen P und PSPACE

» polynomielle Laufzeit impliziert polynomiellen Platzbedarf

» Eine Turingmaschine, die belegt, dass ein Problem in P ist,
belegt gleichzeitig auch, dass das Problem in PSPACE ist.

» Also
P C PSPACE .

» Und umgekehrt? Vorsicht!
» Eine Turingmaschine mit polynomiellem Platzbedarf kann
exponentiell viele Schritte machen kann.
» Solche Turingmaschinen gibt es.
» Es konnte aber sein, dass es immer eine dquivalente
Turingmaschine gibt, die viel schneller ist.
» Bei P und PSPACE geht es um formale Sprachen, nicht um
Turingmaschinen.

» groBes offenes wissenschaftliches Problem:
P = PSPACE oder P # PSPACE ?

Berechnungskomplexitat Komplexitatsklassen



Das sollten Sie mitnehmen:
» Zeit und Speicherplatz als wertvolle Ressourcen

» Zeitkomplexitat und Raumkomplexitat
» (blicherweise in Abhdngigkeit von EingabegroBe der
schlimmste Fall
» evtl. nur obere Schranke
» es gibt auch noch andere KomplexitiatsmaBe . ..

» Komplexitatsklassen
» durch Beschrankung der zur Verfiigung stehen Ressourcen, also
» z.B. Schranken fiir Zeitkomplexitit oder/und

Raumkomplexitat
» wichtig (neben anderen wie NP, ...)

» P
» PSPACE

Das sollten Sie iiben:
» Abschatzung der Zeit- und Raumkomplexitdt von TM
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Codierungen von Turingmaschinen

> Ziel: beschreibe jede Turingmaschine durch ein Wort

» im folgenden beispielhaft eine Moglichkeit, das zu tun
» fiir Beschreibungen Alphabet A= {[,],0,1}

> es reicht aber auch A= {0, 1}
» oder sogar A = {1}

Unentscheidbare Probleme Codierungen von Turingmaschinen


www.springerlink.com/content/p03501kn35215860/

Codierungen von Turingmaschinen

> Ziel: beschreibe jede Turingmaschine durch ein Wort
» im folgenden beispielhaft eine Moglichkeit, das zu tun
» fiir Beschreibungen Alphabet A= {[,1,0,1}

> es reicht aber auch A= {0, 1}

» oder sogar A= {1}
> zu den Wortern gehdren Zahlen

» Nummerierung von Turingmaschinen

» sogenannte Godelisierung nach Kurt Gédel (1906-1978)

» wesentliche Arbeit:
Kurt Godel (1931): Uber formal unentscheidbare Sitze der
Principia Mathematica und verwandter Systeme |,
Monatshefte fiir Mathematik und Physik, 38, S. 173-198.
www . springerlink.com/content/p03501kn35215860/

Unentscheidbare Probleme Codierungen von Turingmaschinen


www.springerlink.com/content/p03501kn35215860/

Beispielcodierung (1)

Turingmaschine T = (Z,2, X, 0, f, g, m)

Codierung der Zustande:

>

>

>

Die Zustinde von T werden ab 0 durchnummeriert.
Der Anfangszustand bekommt Nummer 0.

Alle Zustiande werden durch gleich lange Binardarstellungen
ihrer Nummern, umgeben von einfachen eckigen Klammern,
reprasentiert.

Wir schreiben codz(z) fiir die Codierung von Zustand z.

> Beispiele:

» codz(z) = [0000]
» codz(z1) = [0001]

> ..

Unentscheidbare Probleme Codierungen von Turingmaschinen



Beispielcodierung (2)
Turingmaschine T = (Z,2, X, 0, f, g, m)

Codierung der Symbole:

» Bandsymbole ab 0 durchnummeriert.

» Blanksymbol bekommt Nummer 0.

» Alle Bandsymbole durch gleich lange Binardarstellungen ihrer
Nummern, umgeben von einfachen eckigen Klammern,
reprasentiert.

» Wir schreiben codx(x) fiir die Codierung von Bandsymbol x.

> Beispiele:

» codx(O) = [0000]
» codx(xy) = [0001]

> ..

Unentscheidbare Probleme Codierungen von Turingmaschinen



Beispielcodierung (3)
Turingmaschine T = (Z,2, X, 0, f, g, m)

Codierung der Kopfbewegungen:
» mogliche Bewegungsrichtungen des Kopfes durch die Worter
[10], [00] und [01] reprasentiert.
» Wir schreiben cody(r) fiir die Codierung der
Bewegungsrichtung r.
> also
» cody(—1) = [10]
» cody(0) = [00]
» codpy(1l) = [01]

55/77
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Beispielcodierung (4)

Turingmaschine T = (Z,2, X, 0, f, g, m)

Codierung einzelner Funktionswerte von f, g und m

» wenn fiir Argumentpaar (z, x) nicht definiert, Codierung
codfgm(z, x) = [codz(z) codx(x)[1[1[1].

» wenn fiir Argumentpaar (z, x) definiert, Codierung
codfgm(z, x) =
[codz(z) codx(x) codz(f(z,x)) codx(g(z,x)) codm(m(z,x))].

> Beispiel (sieche BB3):
» wenn (f,g,m)(A,0)=(B,1,R)
dann codgm(A, 0) = [[00] [0] [01] [1] [01]]
» wenn (f, g, m)(C, 1) undefiniert
dann codgm(C,1) = [[101[1]1[1[1[]1]
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Beispielcodierung (5)

Turingmaschine T = (Z,2, X, 0, f, g, m)

» Codierung der gesamten Funktionen:
Konkatenation aller codgm(z, x) fiir alle z € Z, x € X.
» Codierung der gesamten Turingmaschine:
Konkatenation von

» Codierung des Zustands mit der groBten Nummer,
» Codierung des Bandsymbols mit der gréBten Nummer und
» Codierung der gesamten Funktionen f, g und m.

» Schreibe T,, fiir die Turingmaschine mit Codierung w.

Unentscheidbare Probleme Codierungen von Turingmaschinen



Eigenschaften dieser und ahnlicher Codierungen

» einfache Syntaxanalyse ist moglich

» man kann Turingmaschine konstruieren, die fiir w € A*
feststellt, ob es die Codierung einer Turingmaschine ist oder
nicht.

» Mehr brauchen wir im folgenden nicht.

» universelle Turingmaschine U existiert
erhilt als Eingabe zwei Argumente, etwa als Wort [w;] [ws],
priift, ob wy Codierung einer Turingmaschine T ist,
falls nein: diese Mitteilung und halt.
falls ja:
> U simuliert Schritt fiir Schritt die Arbeit, die T fiir Eingabe
w» durchfiihren wiirde,

» und falls T endet, liefert U am Ende als Ergebnis
das, was T liefern wiirde.

v

vvyy

Unentscheidbare Probleme Codierungen von Turingmaschinen 58/77



Uberblick

Unentscheidbare Probleme

Das Halteproblem
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Das Halteproblem ist unentscheidbar

Das Halteproblem ist die formale Sprache

H = {w € A" | w ist eine TM-Codierung und T, (w) halt.}

Satz
Das Halteproblem ist unentscheidbar, d. h. es gibt keine
Turingmaschine, die H entscheidet.

Es gibt Probleme, die man NICHT mit dem Rechner, also
algorithmisch, 16sen kann!
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Diagonalisierung

» Beweis der Unentscheidbarkeit von H benutzt
Diagonalisierung.
» Idee von Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918)
» fiir Uberabzshlbarkeit von R benutzt

> betrachten erst die Kernidee, danach die Anwendung auf
Halteproblem
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Diagonalisierung: Kernidee (1)

,zweidimensionale unendliche Tabelle"
» Zeilen mit Funktionen f; (i € Np) indiziert
» Spalten mit Argumenten x; (j € No) indiziert
» Eintrag in Zeile i und Spalte j: Funktionswert fi(x;)

X0 X1 X2 X3 X4
fo  folx) folx) folx) folxs) fo(xa)
fi filxo) flx) flx) f(x3) f(xa)
f f(x0) fh(x) h(x) h(x3) fh(xa)
iz f(x) f(x) Kx) A(x3) ((x)

falxo) falx) falxx) fa(xs) fa(xa)
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Das Halteproblem

Satz
Es gibt keine Turingmaschine, die

H={w € A" | w ist eine TM-Codierung und T, (w) halt.}
entscheidet.
Beachte:

» Es geht um , entscheidet”, nicht nur um , erkennt”.

» Es geht um Turingmaschinen, die immer halten.
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Beweis des Halteproblems (1)

v

benutze (eine Variante der) Diagonalisierung
in der Tabelle

» x;: alle Codierungen von Turingmaschinen
» f;: die Funktion, die von Turingmaschine T,, berechnet wird.

v

v

beliebige Turingmaschinen: manche der fi(x;) nicht definiert

v

da x; alle Codierungen von Turingmaschinen sind,
in der Tabelle fiir jede Turingmaschine eine Zeile
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Beweis des Halteproblems (1)

v

benutze (eine Variante der) Diagonalisierung
> in der Tabelle

» x;: alle Codierungen von Turingmaschinen
» f;: die Funktion, die von Turingmaschine T,, berechnet wird.

> beliebige Turingmaschinen: manche der f;(x;) nicht definiert

» da x; alle Codierungen von Turingmaschinen sind,
in der Tabelle fiir jede Turingmaschine eine Zeile
» indirekter Beweis: Annahme
es gibt Turingmaschine T, die das Halteproblem entscheidet

» d.h. fiir jede Eingabe x; halt und
> als Ergebnis mitteilt, ob T,, fiir Eingabe x; halt oder nicht.
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Beweis des Halteproblems (1)

v

benutze (eine Variante der) Diagonalisierung

» in der Tabelle

» x;: alle Codierungen von Turingmaschinen
» f;: die Funktion, die von Turingmaschine T,, berechnet wird.

beliebige Turingmaschinen: manche der fi(x;) nicht definiert

da x; alle Codierungen von Turingmaschinen sind,
in der Tabelle fiir jede Turingmaschine eine Zeile
indirekter Beweis: Annahme
es gibt Turingmaschine T, die das Halteproblem entscheidet
» d.h. fiir jede Eingabe x; halt und
> als Ergebnis mitteilt, ob T,, fiir Eingabe x; halt oder nicht.
Widerspruch durch ,,verdorbene Diagonale" d:

» Einerseits unterscheidet sich d von jeder Zeile der Tabelle, also
von jeder von einer Turingmaschine berechneten Funktion.

» Andererseits kann auch d von einer Turingmaschine berechnet
werden.

Unentscheidbare Probleme Das Halteproblem
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Beweis des Halteproblems (2)

» Wenn die Turingmaschine T}, existieren wiirde,

» dann koénnte man , die verdorbene Diagonale” als
Turingmaschine bauen, d. h.

> es gabe eine Turingmaschine T, deren Arbeitsweise sich von
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Beweis des Halteproblems (3)

» Wenn es Turingmaschine T}, gibe,
» dann auch folgende Turingmaschine T:
» Fiir Eingabe x; berechnet T zunachst,
welches Ergebnis T, fiir diese Eingabe liefern wiirde.
» Dann:
> Wenn T, mitteilt, dass T,;(x;) halt,
dann geht T in eine Endlosschleife.
» Wenn T, mitteilt, dass T, (x;) nicht hilt,
dann hdlt T (und liefert irgendein Ergebnis, etwa 0).
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Beweis des Halteproblems (3)

» Wenn es Turingmaschine T}, gibe,
» dann auch folgende Turingmaschine T:
» Fiir Eingabe x; berechnet T zunachst,
welches Ergebnis T, fiir diese Eingabe liefern wiirde.
» Dann:
> Wenn T, mitteilt, dass T,;(x;) halt,
dann geht T in eine Endlosschleife.
» Wenn T, mitteilt, dass T, (x;) nicht hilt,
dann hdlt T (und liefert irgendein Ergebnis, etwa 0).

> in beiden Fallen verhdlt sich T fiir Eingabe x; anders als T,
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Beweis des Halteproblems (3)

» Wenn es Turingmaschine T}, gibe,
» dann auch folgende Turingmaschine T:
» Fiir Eingabe x; berechnet T zunachst,

welches Ergebnis T, fiir diese Eingabe liefern wiirde.
» Dann:
> Wenn T, mitteilt, dass T,;(x;) halt,
dann geht T in eine Endlosschleife.
» Wenn T, mitteilt, dass T, (x;) nicht hilt,
dann hdlt T (und liefert irgendein Ergebnis, etwa 0).

> in beiden Fallen verhdlt sich T fiir Eingabe x; anders als T,

» Wenn Turingmaschine T existiert, dann existiert auch
Turingmaschine T,

» aber jede Turingmaschine (T;) verhélt sich fiir mindestens
eine Eingabe (x;) anders als T.

» Widerspruch

» Also ist die Annahme falsch, dass es die Turingmaschine T},
gibt, die H entscheidet.
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Weitere unentscheidbare Probleme

» Varianten des Halteproblems
> Beispiel:
Halt gegebene TM, wenn das Band zu Beginn vollig leer ist?
» Aquivalenzproblem:
Liefern zwei TM fiir jede Eingabe die gleiche Ausgabe?
» automatischer Vergleich mit , Musterldsungen®” unmaoglich

> Wird ein bestimmter Zustand einer Turingmaschine jemals
gebraucht?

» Erreichbarkeit von Codestiicken unentscheidbar

> vieles vieles vieles vieles vieles vieles vieles mehr

» Beachte: statt Turingmaschine kann man immer
Java-Programm einsetzen
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Uberblick

Unentscheidbare Probleme

Die Busy-Beaver-Funktion
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Erinnerung: BB3

» Bandalphabet ist X = {0, 1}.
» Turingmaschine hat 3 + 1 Zustande

» in 3 Zustanden fiir jedes Bandsymbol Fortsetzung definiert

> einer dieser 3 Zustédnde ist Anfangszustand

» in Zustand 4 fiir kein Bandsymbol Fortsetzung
(,Haltezustand").

» Wenn man die Turingmaschine auf dem leeren Band startet,
dann halt sie nach endlich vielen Schritten.
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Bibermaschinen

n-Bibermaschine:

» Bandalphabet ist X = {0, 1}.
» Turingmaschine hat n+ 1 Zustdnde

» in n Zustanden fiir jedes Bandsymbol Fortsetzung definiert

» einer dieser n Zustiande ist Anfangszustand

» in Zustand n+ 1 fiir kein Bandsymbol Fortsetzung
(,,Haltezustand").

» Wenn man die Turingmaschine auf dem leeren Band startet,
dann halt sie nach endlich vielen Schritten.

» im folgenden zu Beginn immer vollsténdig leeres Band

Unentscheidbare Probleme Die Busy-Beaver-Funktion 7177



FleiBige Biber und die Busy-Beaver-Funktion

» n-Bibermaschine heiBt fleiBiger Biber,

» wenn sie am Ende die maximale Anzahl Einsen auf dem Band
hinterlasst unter allen n-Bibermaschinen.

» Busy-Beaver-Funktion (oder Radé-Funktion)

bb : N+ — N+
bb(n) = die Anzahl von Einsen, die eine fleiBige
n-Bibermaschine am Ende auf dem Band hinterlasst
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Die Busy-Beaver-Funktion: Schranken fiir einige Funktionswerte

bb(n)

SOl W NS
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Die Busy-Beaver-Funktion: Schranken fiir einige Funktionswerte

4 Radé (1963)

SOl W N R3S
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Die Busy-Beaver-Funktion: Schranken fiir einige Funktionswerte

bb(n

~—

SOl W N RS

[e)IFA

Radé (1963)
Radé (1963)
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Die Busy-Beaver-Funktion: Schranken fiir einige Funktionswerte

n bb(n)

1 1

2 4 Radé (1963)

3 6 Radé (1963)

4 13 Brady (1974(7))
5

6

Unentscheidbare Probleme

Die Busy-Beaver-Funktion
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Die Busy-Beaver-Funktion: Schranken fiir einige Funktionswerte

n bb(n)

1 1

2 4 Radé (1963)

3 6  Radé (1963)

4 13 Brady (1974(7))

5 > 4098 Marxen /Buntrock (1990)
6

Unentscheidbare Probleme

Die Busy-Beaver-Funktion

73/77



Die Busy-Beaver-Funktion: Schranken fiir einige Funktionswerte

bb(n

~—

I

Radé (1963)
6  Radé (1963)
13 Brady (1974(7))
> 4098 Marxen /Buntrock (1990)
> 4.6-10'3%°  Ligocki/Ligocki (2007)

SOl W N R3S
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Die Busy-Beaver-Funktion: nicht berechenbar

Satz
Fiir jede berechenbare Funktion f : Ny — N, gibt es ein ng, so
dass fiir alle n > ng gilt: bb(n) > f(n).

Korollar
Die Busy-Beaver-Funktion bb(n) ist nicht berechenbar.
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Das sollten Sie mitnehmen:
» Das Halteproblem ist unentscheidbar.
» viele andere interessierende Probleme auch

» Die Busy-Beaver-Funktin wachst schneller als jede
berechenbare Funktion.

Das sollten Sie tiben:

» sich klar machen, dass informelle algorithmische
Beschreibungen in Turingmaschinen iiberfiihrt werden konnen
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Turingmaschinen: neuere Entwicklungen ©®

» Steam-Powered Turing Machine
> http://www.cs.washington.edu/general/sptm-caption.html

> http://www.cs.washington.edu/homes/ruzzo/
[ - . ] principal research project involves the construction and
programming of a vaguely parallel computer, consisting of 32
steam-powered Turing machines installed in the basement |[...]
Graduate students have played an important role in the construction
and operation of the engine, particularly in stoking the boilers, and
advanced undergraduates are occasionally allowed to polish the
brass gauges.
Originally intended as a general computing engine, restrictions
imposed by the Pollution Control and Noise Abatement Boards
require that only algorithms running in polynomial time may be
used. [...] one of [the] students slipped on a mouldering stack of
ungraded homework exercises and fell under the write head of one
of the machines. Now permanently embossed with a series of 1's
and 0's, the student is suing to have the machine dismantled. "

Zusammenfassung 7677
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Zusammenfassung

>

Turingmaschinen sind eine formale Prazisierung des
Algorithmusbegriffs.
KomplexitatsmaBe und Komplexitadtsklassen

» insbesondere P und PSPACE

» im 3. Semester: P C NP C PSPACE
Es gibt Probleme, die anscheinend groBen algorithmischen
Aufwand erfordern.

Es gibt Probleme, die beweisbar sehr groBen algorithmischen
Aufwand erfordern.

Es gibt Probleme, die algorithmisch iiberhaupt nicht |6sbar
sind.

Zusammenfassung 7777
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