Willkommen zur dreizehnten Saallubung!



Aufgabe 1

Gegeben ein Endlicher Akzeptor A = (Z,20, X, f, F).

Wir definieren eine Relation R C Z x Z wie folgt:

e (z21,20) ¢ Rfallsz1 € FANzy ¢ Foder zp e FANz1 ¢ F.

e (21,2z0) ¢ Rfalls dx € X : (f(z1,x), f(2p,z)) € R

— “Definition” sagt nicht, was in R enthalten ist.



Aufgabe 1

Gegeben ein Endlicher Akzeptor A = (7,20, X, f, F).

Wir definieren fur ¢« € Ny Relationen R; C Z x Z wie folgt:

e (21,20) E Rg falls z1 e FAzo € Foder z1 ¢ FANzy ¢ F.

o Vi € N=: (21,20) € R;j41 falls (21,20) € RjAVx € X :
(f(z1,7), f(22),2) € R;

Zu zeigen: i e N R, = R;4 1.



Aufgabe 1

Aufgrund der Definiton gilt stets R, 1 C R;. Wenn R;4 1 #
R; gilt, bedeutet das, dass |R;; 1| < |R;| gilt.

Da |Rp| < |Z|? gilt, kann nur hoéchstens |Z|2 mal der Fall
R;411 # R; eintreten.



Aufgabe 1
Gegeben ein Endlicher Akzeptor A = (7,29, X, f, F).

Wir definieren fur ¢« € Ny Relationen R; C Z x Z wie folgt:

e (21,20) E Rg falls z1 e FAzo € Foder z1 ¢ FANzy ¢ F.

o Vi € N=: (21,20) € Rj41 falls (21,20) € RjAVx € X :
(f(z1,2), f(22),2) € R;

Zu zeigen: Roo ist Aquivalenzrelation und fir alle x € X
vertraglich mit f, : Z — Z, f2(2) = f(z,z).



Aufgabe 1

Wir zeigen durch Induktion, dass fur ¢ € Ng qilt: R; ist
Aquivalenzrelation.

Induktionsanfang: i« = 0: Offensichtlich (F und Z \ F' sind
die zwei Aquivalenzklassen beziiglich Rg.)

Induktionsschritt: R;4 1 ist reflexiv, falls R; reflexiv ist:

Da R; nach Induktionsvoraussetzung reflexiv ist, gilt fur alle
z€ Z und fur alle z € X: (2,2) € R; und (f(z,2), f(z,2)) €
R;.

Damit folgt nach Definition (z,2) € Rj41.



Aufgabe 1

Induktionsschritt: R;4 7 ist symmetrisch, falls R; symme-
trisch ist:

Sei (z1,20) € Ri—|—1-

Dann gilt nach Definition: (z1,20) € R; und Vz € X :
(f(z1,2), f(22,2)) € R;.

Da R; nach Induktionsvoraussetzung symmetrisch ist, folgt:

(20,21) € Ryund Vz € X : (f(22,2), f(21,2)) € R; = (20,21) €
R;.



Aufgabe 1

Induktionsschritt: R;4q ist transitiv, falls R; transitiv ist:
Seien (z1,22) € Rj41 und (29,23) € Rj41.

Dann gilt nach Definition: (z1,20) € R; und Vo € X :
(f(z1,2), f(2z0,2)) € R; und (20,23) € R; und Vx € X :
(f(22,2), f(23,7)) € R;.

Da R; nach Induktionsvoraussetzung transitiv ist, folgt:

(21,23) € R;undVz € X : (f(21,2), f(23,2)) € R; = (21,23) €
R;.



Aufgabe 2

Finden aller Aquivalenzklassen fiir Rs, flir folgenden End-
lichen Akzeptor:

A= ({0,1,2,3,4,5},0,{0,1}, f,{0}) mit f(z,z) = (22 + x)
mod 6.



Aufgabe 2

Folgende Paare von Zustanden sind nicht in Rgp:
(0,1),(1,0),(0,2),(2,0),(0,3),(3,0),(0,4),(4,0),(0,5),(5,0).
Folgende Paare von Zustanden sind ebenfalls nicht in Rq:
(3,1),(1,3),(3,2),(2,3),(3,4),(4,3),(3,5),(5,3).

(Bei Eingabe von 0 ist der nachste Zustand von 3 ausge-

hend immer O, bei allen anderen Zustanden aulBer O un-
gleich 0 und damit nicht aquivalent beziiglich Rg.)
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Aufgabe 2

Folgende Paare von Zustanden sind ebenfalls nicht in R»>:
(1,2),(2,1),(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(4,5),(5,4).

(Bei Eingabe von 1 ist der nachste Zustand von 1 und 4
ausgehend immer 3, bei 2 und 5 jeweils 5 und damit nicht
aquivalent beziiglich Rq.)

Es sind somit nur noch die Paare (0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(
in Ro.

R3 enthalt die gleichen Paare, so dass die gesuchten Aqui-
valenzklassen gerade {0}, {1,4},{2,5},{3} sind.
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Aufgabe 3

Gegeben die Funktion

f :{a,b}* — Ng mit

e f(e) =0,f(a) =1,f(b) =0

e Vo,w € {a,b}* : f(vw) = f(v) + f(w)

Ist f wohldefiniert?
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Aufgabe 3

Wir mussen (im Wesentlichen) zeigen, dass fiir zwei ver-
schiedene Unterteilungen eines Wortes w in w = vqwy und

w = vowyp die Werte f(v1) + f(w1) = f(v2) + f(w2) gilt.

Dies setzt aber voraus, dass fur kurzere Worter u als w
f(u) einen wohldefinierten Wert hat; dies lauft auf eine
vollstandige Induktion hinaus.

Induktionsanfang: Fur alle Worter v der Lange O ist f(u) =
O wohldefiniert.

Fur alle Worter der Lange 1 gilt:

fleuw) = f(ue) = f(u) + 0 = f(u), so dass sich fur jede
Zerlegung des Wortes u der gleiche Wert f(u) ergibt.
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Aufgabe 3

Induktionsvoraussetzung: Fur ein festes n € Ng gilt: Fur
alle Worter w € {a,b}* mit |w| < n ist f(w) wohldefiniert.

Induktionsschritt:

Sei u ein Wort der Lange n+ 1 und vq,wq, vy, wy WOrter
mit der Eigenschaft v = viwq1 = vowno.

Zu zeigen: f(v1) + f(w1) = f(v2) + f(w2).
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Aufgabe 3

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei |vq| < |vp|. Dann
gibt es ein Wort v € {a,b}* mit viu = vy und vwy = ws.

Nach Induktionsvoraussetzung sind f(v1), f(v) und f(w>)
wohldefiniert.

Es folgt: f(v1) + f(w1) = f(v1) + fow2) = f(v1) + f(v) +
flwz) = f(viv) 4+ f(w2) = f((v2) + f(w2).

Dies beweist die Behauptung.
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Aufgabe 3’

Gegeben die Funktion

f:{a,b}* — Ng mit
e f(e)=1,f(a)=3,f(b) =1
o Vv, w € {a,b}* : f(vw) = f(v)/ W)

Ist f wohldefiniert?
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Aufgabe 3’

Wir betrachten das Wort aaa:

Zum einen ist f(aa)f(@) = (f(a)f(@))f(a) =273 = 39,

Zum anderen ist f(a)f@®) = f(g)(f(@/@) = 327,

Somit ist das “Ergebnis” von f(aaa) abhangig von der Zer-

legung von aaa in Teilworter, und f ist nicht wohldefiniert.
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