Willkommen zur vierzehnten Saalubung!



Aufgabe 1

Alphabet A.
Funktion f: A* — A* mit

fle) =e
Ve € AVw € A* : f(xw) = zxf(w).

Zu zeigen: |f(w)| = 2|w)|



Aufgabe 1

Induktionsanfang: |w| =0:|f(e)| = |¢] =0 =20 = 2|¢|.

Induktionsvoraussetzung: Behauptung gilt fur alle Worter
der Lange n.

Induktionsschritt: Sei w € A"T1. Dann gibt es z € A, w' €

A" mit w = zw'.

F(w)] = |f(aw)] = |zaf(w)] = 2 + |f(w)] = 2+ 2| =
24+2n=2(n—+1) = 2|w|.

Damit ist die Behauptung gezeigt.



Aufgabe 2

Fir k € Ng sei F};, definiert durch:

Fo=0,F1 =1
Vn € NO : Fn—|—2 = Fn—l—l + F,.

Zu zeigen: F, = \/15((1+2£)” - (%g)”)-



Aufgabe 2

Wir zeigen: Vn € Ng : F,, =

\/15((1+2\/§)n _ (1—2\/5)71,) und
\/15((1+2\/§)n—|—1 . (1—2\/§)n—|—1)_

Fn—|—1:

: o —0 - L (14+V5\0_ (1=v5\0y — 1
Induktionsanfang: n =0 \/g(( 5= ) —(F52)Y) = ﬁ(l_
1) =0= Fp
und \/15((14-2\/3)1_(1—2\/5)1) — \/13(14-\/5—2(1—\/3)) — \/15(\/5-5\/5)) —

1= Fy.
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Aufgabe 2

Induktionsvoraussetzung: Fur festes n gilt F;, =

(2=5)") und Fpyq =

1 ((1+\/§)n_
V5 2
(1+2\/§)n+1 _ (%E)njq)_

1
7(

Induktionsschritt: F,,4o = Fn + F,41 = \/15((14_2\/5)” -

A2+ Fypy = (A8 - (AByntly = I (A5 (1+

1—|—2\/5) _ (1—2\/5)71(1 4+ 1—2\/5))




Aufgabe 2

Wir zeigen: (%)2 = 1"'2—\/54— 1 und (1_2\/5)2 = 1_2\/§—|— 1:

(H—Q\/E)Q = 1+2f+5 = % = frac3 4+ /52 = fracl 4+ /524
1

(1_2\/3)2 1- 2\/_+5 6= 2\/_ = frac3 — /52 = fracl — V/52+
1.

-



Aufgabe 2

Somit gilt:

Fopa = Je((2)n(1 + 5) — (51 + 158)) =

(HPE)n ()2 - (A5 (A509)2) = ()2

(
V5
(1—2\/§)n+2)_

Dass F, 41 = jg((l+2£)n+1 — (1=/5)n+1)y gilt, folgt direkt
aus der Induktionsvoraussetzung.
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Aufgabe 3

Umwandeln von Mealy-Automat in Moore-Automat:
bly aly

Beweisen, dass beide Automaten die gleiche Ausgabe g**
erzeugen.



Aufgabe 3

Umwandeln von Mealy-Automat in Moore-Automat:

Idee: Zu jeder moglichen Ausgabe u € {g(z,v) : z € {0,1},v €
{a,b}}U{e} und zu jedem Zustand z € {0, 1} haben wir einen
Zustand (z,u), der die Ausgabe u erzeugt und in den der
Automat bei Eingabe eines Zeichens t ubergeht, wenn er
vorher in einem Zustand (2/,4/) war und gilt:

f ) =2zng(#, 1) = u.

Die Ausgabe wird also von den Kanten in aufgespaltene
Zustande lbertragen. Der Startzustand ware dann (0, ¢).
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Aufgabe 3

Umwandeln von Mealy-Automat in Moore-Automat:

a b
(0,¢) | (1,z) (0,y)
(0,z) | (1,z) (O,y)
(0,y) | (1,z) (O,y)
(0,2y) | (1,z) (O,y)
(L,e) | (1,y) (O,zy)
(L,z) | (1,y) (O,xy)
(L,y) | (1,y) (O,zy)
(L,zy) | (1,y) (O,zy)
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Aufgabe 3

Lasst man alle Zustande fort, die nicht der Startzustand
sind und nicht erreicht werden konnen, ergibt sich:

a b

(0,¢) | (L,z) (0,y)
(0,y) | (1,z) (O,y)
(0,zy) | (1,z) (O,y)
(L,z) | (1,y) (O,zy)
(L,y) | (1,y) (O,zy)
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Aufgabe 3

Den Beweis der Korrektheit fuhren wir allgemein.
Sei A1 = (Z,29,X, f,Y,g) ein Mealy-Automat.
Sei G={g(z,z) | z€ ZANx € X}U{e}.

Dann definieren wir den entsprechenden Moore-Automaten
durch A, = (Z X G, (Zo,é),X, f1,Y, h) mit

Vze ZNu e GVx € X : f1((z,u),z) = (f(z,2),9(z,x))

und Vz € ZVu € G : h((z,u)) = w.
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Aufgabe 3

Wir beweisen jetzt durch Induktion:

Vn € NogVw € X" : ¢**(zg0,w) = ¢**((20,¢),w) und Ju € G :
f1((z0,€),w) = (f*(20,w), ).

Induktionsanfang: n =0 : ¢**(z0,¢) = ¢ = ¢**((20,€), €) und

f1((20,€),€) = (20,€) = (f*(20,¢€),€).
Induktionsvoraussetzung: Fur festes n gilt die Behauptung.

Induktionsschritt: Sei w € X**T1 Dann gibt es w’ € X",z €
X mit w = w'x.
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Aufgabe 3

fik((ZCh 6)7wl$) — fl(fik((207 6),10/),:6).

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es u € G mit ff((zp,€),w’) =

(f*(ZCb wl)a u)

Es folgt: fik((207 6),10’:6) — fl((f*(ZO,’LU/)U),QZ‘) — (f(f*(Z07w/)7$)ag(f*(Zof
(f*(w'z), g(f* (20, w"), ).

Damit ist der zweite Teil der Behauptung gezeigt.

15



Aufgabe 3

g**((ZCh 6)7 wlm) — g**((ZCh 6)7 wl)h(fik(('zo’ 6)7 wl$))

Nach Induktionsvoraussetzung gilt ¢**((zg, €), w’') = ¢**(zg, w’)
und wegen der Rechnung auf letzter Folie gilt f7((zg,€), w'z) =

(f*(w'z), g(f*(z0,w"), z)).

Es folgt:

9" ((20,€), w'z) = g** (20, w)h((f*(w'z), g(f*(20,w'),x))) =
9" (20, w)g(f* (20, w"), z) = g (20, w'z)

Damit ist die Behauptung gezeigt.
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