Grundbegriffe der Informatik
Musterlosung zu Aufgabenblatt 5

Aufgabe 5.1  (2+42-+1+1 Punkte)

Sei A eine Menge und R C A x A eine Relation iiber A.
Zeigen Sie:

a) R ist transitiv = Ro R C R.

Sei R transitiv und (z,z) € Ro R.

Dann gilt: 3y € A: xRy AN yRz.

Da R transitiv ist, folgt xRz.

Es gilt also: Vz,z € A: (z,2) € RoR = (x,2) € R.
Damit folgt Ro R C R.

b) Ro R C R = R ist transitiv.

Es gelte Ro R C R.

Seien z,y, 2z € A mit der Eigenschaft xRy A yRz.
Dann gilt: 3y € A: xRy N\yRz = (z,z) € Ro R.
Daraus folgt, dass R transitiv ist.

¢) R ist transitiv und reflexiv = Ro R = R.

Wenn R transitiv ist, folgt nach Teilaufgabe a) Ro R C R.

Es ist also noch zu zeigen: Wenn R transitiv und reflexiv ist, folgt R C Ro R.
Sei (x, z) € R beliebig. Dann gilt xRz A xRz, da R reflexiv ist.

Damit folgt Jy € A: xRy A yRz, und es gilt (x,2) € Ro R.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

d) R ist transitiv und reflexiv = R* = R.

Wir zeigen zuerst: Vi € N, : R = R.

Induktionsanfang: i = 1: R' = [dso R=R. /

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein festes, aber beliebiges ¢ € N gilt: R = R.
Induktionsschluss: Wir zeigen, dass dann auch R**! = R gilt:

R+ =RoRY RoRZR

Es gilt R* = Ida U2, R =IdaUU;2, R=IdsUR =R, da Ids C R wegen
Reflexivitit von R gilt.

Alternativ: R* ist die reflexiv-transitive Hiille von R, also die kleinste Relation,
die R enthalt und sowohl reflexiv als auch transitiv ist. R ist die kelinste Menge,
die R als Teilmenge enthalt, R ist reflexiv und transitiv = R* = R.

Aufgabe 5.2 (3 Punkte)

Es seien A, B, C Mengen.



Geben Sie eine bijektive Abbildung F : CA*F — CB*4 an.
Beweisen Sie, dass Thre angegebene Funktion F' injektiv ist.

F: 0B & OB*4 wird definiert durch
VfeCYB:VYae A:Vbe B: (F(f))(b,a) = f(a,b).
F'ist injektiv:

Sei fl 7£ f2 = E|<CL,Z)) EAXB: f1<a7 b) 7£ f2<a7b)
=Jdac A:3be B: F(f1)(b,a)# F(f2)(b,a)

= F(f1) # F(f2) = F ist injektiv.

Aufgabe 5.3  (1+2-+2 Punkte)

Gegeben seien die Homomorphismen A : {a,b,c}* = {0,1}* mit h(a) = 10, h(b) =
01 und h(c) = 101 und g : {a,b,c}* = {0,1}* mit g(a) = 10,¢(b) = 01 und
g(c) = 10001.

a) Finden Sie ein Wort w € {a, b, c}*, so dass h(w) = 100101101 gilt.
w = abbc

b) Finden Sie zwei Worter wy, ws € {a,b, c}*, fiir die gilt: wy # wa Ah(wy) = h(w,).
wy = ac,wy = cb, h(w;y) = h(w,) = 10101

c) Geben Sie eine rekursive Definition fiir eine Abbildung « : {0,1}* — {a,b,c, L}*
an, fiir welche die folgenden Aussagen gelten:
Vw € {0,1}*: (Fu' € {a,b,c}* : g(w') = w) = g(u(w)) =w
Vw € {0,1}*: (Vu' € {a,b,c}*: g(v') # w) = (u(w))(Ju(w)]| —1) =L

€ falls w =€

a falls w = 10
bu(w’)  falls w = 01w’
w(w) = ¢ au(lw’) falls w = 101w’
abu(w’) falls w = 1001w’
c(w') falls w = 10001w’

1 sonst.

Aufgabe 5.4 (343 Punkte)

a) Gibt es einen Homomorphismus h : Z§ — Z5, so dass gilt:
Vw € Z§ : Nums(h(w)) = Numg(w)



Falls Thre Antwort “ja” ist: Geben Sie fiir alle w € Z} das Wort h(w) an
Falls Thre Antwort “nein” ist: Erkldren Sie, warum es so einen Homomorphismus
nicht geben kann.

So einen Homomorphismus gibt es:

Der durch

h(0) = 000, h(1) = 001, h(2) = 010, A(3) = 011,

h(4) = 100, h(5) = 101, h(6) = 110, h(7) = 111.

definierte Homomorphismus erfiillt Yw € Z§ : Numsy(h(w)) = Numsg(w).
(Beweis, der in der Aufgabenstellung nicht gefragt war:

Es gilt fir z € Zg : Numg(w) = Numsg(h(w)).

Wir zeigen durch vollstdndige Induktion iiber die Wortlange:

Ve Z; : Numg(w) = Numa(h(w)):

Induktionsanfang: n = 0: w = ¢ = h(w) = € = Numg(w) = Nums(h(w)) =
€./

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein festes, aber beliebeiges n € Ny: Yw € Z§ -
Numg(w) = Numa(h(w)).

Induktionsschritt: Wir zeigen, dass dann auch gilt: Yw € Z¥ : Numg(w) =
Nums(h(w)).

Wir betrachten w’ € Zg‘“, das heift, es gibt ein w € Z§ und ein Zeichen z € Zg,
so dass w' = wz gilt.

Seien a, b, c € {0, 1} die Zeichen, fiir die h(z) = abe gilt.

Dann gilt:

Nums(h(wz)) = Nums(h(w)h(z)) = Numso(h(w)abe)

= Nums(h(w)ab) - 2 + numsy(c)

= (Numay(h(w)a) - 2 + nums (b)) - 2 + nums(c)

= ((Numa(h(w)) - 2 4+ nums(a)) - 2 + nums(b)) - 2 + nums(c)
= Numa(h(w)) - 8 + 4 - numa(a) + 2 - nums(b) + nums(c)

= Numa(h(w)) - 8 + (Nums(a) - 2 + nums(b)) - 2 + nums(c)
= Nums(h(w)) - 8 + Nums(ab) - 2 + nums(c)

= Numgy(h(w)) - 8 + Nums(abc)

H4 Numg(w) - 8 + Numgy(abe)

s Numg(w) - 8 + Numg(z) = Numg(wz) )

Gibt es einen Homomorphismus h : Z; — Z3, so dass gilt:

Vw € Z5 : Numg(h(w)) = Nums(w)

Falls Thre Antwort “ja” ist: Geben Sie fiir alle w € Z2 das Wort h(w) an

Falls Thre Antwort “nein” ist: Erkldren Sie, warum es so einen Homomorphismus
nicht geben kann.

Nein: Angenommen, h wéire so ein Homomorphismus.

Damit Numg(0) = Nums(h(0)) gilt, muss gelten:

3k € Ny : h(0) = 0.

Damit Numg(1) = Nums(h(1)) gilt, muss gelten:

3l € Ny : h(0) = 0'1.

Wir betrachten nun 2(10). Es gilt Nums(10) = 3 und, da h ein Homomorphismus
ist, 3k, 1 € Ny : h(10) = 0'10*.

Es folgt Numsy(h(10)) = 2*. Da 3 keine Zweierpotenz ist, kann Numy(0'10%)



niemals 3 sein, und es folgt Nums(h(10)) # Nums(10).
Dies ist ein Widerspruch zu unserer Annahme, und somit kann es keinen solchen
Homomorphismus geben.



