Grundbegriffe der Informatik
Aufgabenblatt 2

Matr.nr.:

Nachname:

Vorname:

Tutorium: Nr.

Name des Tutors:

Ausgabe:  29. Oktober 2014

Abgabe: 7. November 2014, 12:30 Uhr
im GBI-Briefkasten im Untergeschoss

von Gebdude 50.34
Losungen werden nur korrigiert, wenn sie

e rechtzeitig,

e in Jhrer eigenen Handschrift,
e mit dieser Seite als Deckblatt und
e in der oberen linken Ecke zusammengeheftet

abgegeben werden.

Vom Tutor auszufiillen:

erreichte Punkte

Blatt 2:

/1742

Blatter 1 - 2:

/3245




Aufgabe 2.1 (4 Punkte)
Die Sprache L enthalte genau jene Worte aus {a, b, c}*, bei denen auf ein b kein
a folgt und auf ein ¢ weder ein a noch ein b.
a) Geben Sie die Sprache L in der Form {w € {a,b,c}* | ...} an.
b) Geben Sie drei Sprachen L;, L, und L3 so an, dass jede der drei Sprachen
unendlich viele Worte enthélt und L = L, - L, - L3 gilt.
c) Geben Sie zwei Sprachen L; und L soan,dass L = L1 - Ly sowie L = Ly - L4
gelten.

Losung 2.1
a) z.B.L={w e {a,b,c}* | Ix e {a}* Iy {b}'Ize{c}": x v - z=w}
b) naheliegend: L1 = {a}*, L, = {b}* und L3 = {c}*
es geht aber z.B. auch L1 = {a}*, L, = {a}*{b}* und Lz = {b}*{c}*
c¢) L1 = {€} und L, = L. Alternative: L; = L und L, = {¢}.

Aufgabe 2.2 (4 Punkte)
Eine Folge (x,)nen, ganzer Zahlen sei definiert durch die Festlegungen

xo =1,
Vi € No: X1 = (—=1)"T12" — x,,.
Beweisen Sie durch vollstindige Induktion:

Vi € No: xp = (—2)".

Losung 2.2
Induktionsanfang: Fir n = 0 gilt x, = xg = 1 = (=2)° = (-2)".
Induktionsvoraussetzung: Es sei n € Ny beliebig aber fest und derart, dass
xy = (—2)" gilt.
Induktionsschluss: Es gilt

()"t = (1) (-1)"2" = —(-2)"
und damit
Xp+1 = (_1)n+12n — Xn
— (_1)n+12n _ (_2)n
—(=2)" = (=2)"
—2(-2)"
— (_z)n—&-l‘

Aufgabe 2.3  (1+4+1=6 Punkte)
Es sei A = {a,b}. Eine Abbildung f: A* — A* sei induktiv wie folgt definiert:

fle) =¢
Vo e A*Vx € A: f(xv) = f(v)xf(v).



a) Geben Sie f(ab) und f(aba) an.
b) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion:

Vn € Ng Vw € A": |f(w)] = 21*I — 1.

c) Wie viele Kilometer Platz brauchte man ungefahr, um das Wort f(f(f(f(ab))))
hinzuschreiben, wenn man fiir jedes Zeichen 1 mm benétigt? Die Angabe
von 3 signifikanten Stellen gentigt.

Losung 2.3
a) Es gilt f(b) = f(e)bf(e) = ebe = b. Damit gilt f(ab) = f(b)af(b) =
bab. Genauso sieht man f(ba) = aba. Somit gilt f(aba) = f(ba)af(ba) =
abaaaba.
b) Induktionsanfang: Fiir n = 0 und jedes Wort w € A gilt w = ¢, also f(w) =
€ und damit
f(w)] =e]=0=2"—1=2%_1.

Induktionsvoraussetzung: Es sei n € Ny beliebig aber fest und derart, dass
gilt:

Vw € A": |f(w)| = 2/*l —1.

Induktionsschluss: Es sei w € A""! beliebig aber fest. Dann gibt es ein x € A
und ein v € A" so, dass xv = w. Damit gilt

f(w) = f(xv) = f(0)xf(v).
Somit gilt

[f(w)] = |f(©)[+1+[f(0)]
= (2 —1) + 14 (2P —1)

=2.2Pk 1
=PI+ _q
= olwl 1,

Aufgabe 2.4 (3 Punkte)
Es sei A ein Alphabet. Fiir jedes Wort w € A* ist sein Spiegelbild das Wort w € A*,
fiir welches gilt:
(i) o] = |w|;
(11) Vi € {O, 1,..., |W| — 1}2 @,’ = Wiyw|—i-1-
Definieren Sie induktiv eine Abbildung f: A* — A* so, dass

Vw € A*: f(w) = w.

Lassen Sie sich dabei von der induktiven Definition der vorangegangenen Auf-
gabe inspirieren.



Hinweis: Wie auf den Vorlesungsfolien erwdhnt schreiben wir bei einem Wort
w fiir einzelne Symbole statt w(i) gelegentlich kiirzer w;.

Losung 2.4
Die Abbildung f: A* — A* sei induktiv definiert durch

fle) =e
Vx € AVv e A*: f(xv) = vx.

Per Induktion iiber die Wortlinge kann man zeigen, dass fiir jedes Wort w € A*

gilt: f(w) = w.



*Aufgabe 2.5 (2 Extrapunkte)
Hinweis zum Lesen: Bei dem nachfolgend auftretenden Symbol w handelt es sich
um ein kleines griechisches ,,omega” (und nicht um ein lateinisches , w").

Es sei A ein Alphabet. Eine Abbildung p: Ng — A heifst w-Wort iiber A. Mit
A% bezeichnen wir die Menge aller w-Worter. Eine Teilmenge L von A% heifst w-
Sprache. Fiir jedes w-Wort u iiber A, jeden Index i € Np und jeden Index j € Ny
mit j > i, sei p; j das Wort v € A* der Lange j — i + 1, fiir welches gilt:

Vke {0,1,...,|v| —1}: v = u(i + k).
Fiir jedes Wort v € A* sei v jenes w-Wort u iiber A, fiir das gilt:
Vi€ No: pifol (i41)-Jo] -1 = 0-

Ein w-Wort u tiber A heifst periodisch, wenn es ein Wort v € A* gibt derart, dass

="
a) Geben Sie die w-Sprache aller periodischen w-Worter in der Form {v €
AY | ...} an.

b) Geben Sie ein w-Wort iiber {a, b} an, das nicht periodisch ist.
Ein w-Wort u iiber A heifst schliefSlich periodisch, wenn es ein Wort v € A* und
einen Versatz n € Ny gibt derart, dass gilt:

Vi€ No: Mo ifolnt(it1)Jo|-1 = U-

c) Geben Sie ein w-Wort tiber {a, b} an, das schliefilich periodisch ist.
d) Geben Sie ein w-Wort tiber {a,b} an, das nicht schliefllich periodisch ist.

Losung 2.5
a) {ve AY | Ju e A*: u¥ =v}
b) Ein nicht periodisches Wort ist

U:No—)A,
0+ a,
Vn€N+:nl—>b.

c) Jedes periodische w-Wort ist insbesondere schliefdlich periodisch. Schliefs-
lich periodisch sind also w-Worter der Form v® fiir v € A*, beispielsweise
a“ und b“. Aber es sind auch w-Worter der Form uv® fiir u € A* und
v € A* schliellich periodisch, beispielsweise das nicht periodische Wort
aus der vorangegangenen Teilaufgabe.

d) Ein nicht schliefdlich periodisches w-Wort ist das w-Wort v € AY, fiir wel-
ches gilt:

vy = a,
U1 = Db,

. i+1_ni_
Vl E N_|_: 021 — b /\ ’021‘+1/2i+1,1 — a.z 2 2.



In v steht bei jeder Zweierpotenz der Buchstabe b und ansonsten der Buch-
stabe a. Da die Abstidnde zwischen Vorkommen von b bestindig grofier
werden, ist v nicht schliefdlich periodisch.
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