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Aufgabe 2.1 (2 + 1 = 3 Punkte)
Es sei M eine Menge. In dieser Aufgabe geht es um binédre Operationen ¢: M x M — M
auf M.
a) Zeigen Sie: Wenn |M| = 1 ist, dann ist © sowohl kommutativ als auch assoziativ.
b) Es sei |[M| = 2. Wie viele solche binidre Operationen sind kommutativ? Erkldren Sie
kurz, wie Sie zu Threm Ergebnis gekommen sind.
Tipp. Damit Sie nicht alle Moglichkeiten durchprobieren miissen: Stellen Sie ¢
tabellenartig dar und iiberlegen Sie sich, welche Zusammenhinge zwischen den
Eintrdgen in der Tabelle bestehen miissen.

Losung 2.1
a) Es sei m € M das einzige Element in M. Da ¢ eine Abbildung ist, so gilt also
aob = m fiir jede a,b € M. Fiir a,b € M beliebig ist damit

aob=m=boa
und analog gilt fiir jede a,b,c € M:
(acb)oc=moc=m=aom=ao(boc).

b) Es sei M = {my, my}. Jede bindre Operation ¢ auf M kann wie folgt dargestellt
werden:

‘ml )

mq a b
my | ¢ d

wobei a = my o my, b = my o my, usw. Jedes ¢ ist damit eindeutig durch die Werte 4,
b, ¢, und d bestimmt.

¢ ist genau dann kommutativ, wenn b = c ist. Das heifit, jedes kommutative ¢ ist
genau durch die Werte a, b, und d festgelegt. Da es |M|> = 2° = 8 verschiedene
Moglichkeiten gibt, Werte fiir a, b, und d zu wiahlen, so muss es also insgesamt 8
verschiedene kommutative bindre Operationen auf M geben.

Aufgabe 2.2 (1 +1+1+1=4Punkte)
Auf Z x Z sei eine bindre Operation ¢: (Z x Z)? — Z x Z wie folgt fiir alle Paare
(x1,y1), (x2,y2) € Z x Z definiert:

(x1,y1) © (x2,y2) = (x1Y2, X211)-

a) Zeigen Sie, dass ¢ nicht kommutativ ist.

b) Zeigen Sie, dass ¢ nicht assoziativ ist.

c) Geben Sie eine unendliche Menge K C Z x Z an, fiir die Folgendes gilt: Wenn
ki,ky € K sind, dann gilt ky © ko = ky ¢ k.

d) Beweisen Sie, dass Ihr K die in Teilaufgabe [c)| verlangte Eigenschaft hat.

Losung 2.2
a) (1,0)¢(1,1) = (1,0)
b) (( ) (1r1))<>( /O) = (1/1 0(1/0) = (011) 7 (110) = (1/1)0(0/1) = (111)0
((1,1)<(1,0))



c) Z.B.K={(x,x) | xe€Z}
d) Fir jede (x,x), (y,y) € K gilt: (x,x) o (v,y) = (xy,xy) = (y,y) © (x,x).

Aufgabe 2.3 (1 +1+ 1+ 2=5Punkte)
Es sei A = {0,1} und n € Ny. Wir definieren eine Relation < auf A" x A" fiir jede
x,y € A" wie folgt:

VieZ,: wennx(i)# y(i), dann x(i) = 0und y(i) = 1

a) Geben Sie fiir n = 4 und y = 0110 alle x € A" explizit an, fiir die x <X y gilt.
b) Es sei n beliebig und m € Ny sei die Anzahl Einsen in y. Wie viele x € A" gibt es,
sodass x =< y ist? Begriinden Sie Ihre Antwort.
Die Relation =< ist eine sogenannte Halbordnung. In diesem Zusammenhang sagt man,
x € A" ist ein kleinstes Element, wenn fiir jedes y € A" gilt: x < y. Analog ist z € A" ein
grofstes Element, wenn fiir jedes y € A" gilt: y < z.
c) Geben Sie alle kleinsten und grofiten Elemente von A" beztiglich < an.
d) Es sein > 2. Zeigen Sie: Ist x € A" weder ein kleinstes noch ein grofites Element,
so gibt es y € A" mit der Eigenschaft: Es gilt weder x < y noch y < x. (Man sagt
dann, x und y sind unvergleichbar.)

Losung 2.3

a) 0000,0010,0100,0110.

b) Es gibt 2" solche Elemente x.
Zuerst sieht man, dass jede 0 in y auch eine 0 in x sein muss, das heifst, wenn
y(i) = 0 ist, dann auch x(i) = 0. Damit kann man den Wert x(i) nur dann frei
wihlen, wenn y(i) = 1 ist, und fiir jedes solche i gibt es dann zwei Moglichkeiten
(also entweder x(i) = 0 oder x(i) = 1). Insgesamt gibt es m viele solche i und daher
2" solche x.

¢) = hat ein eindeutiges kleinstes bzw. grofites Element, ndamlich 0" bzw. 1".

d) Dan > 2,soist A" # {0",1"}. Wenn also x ¢ {0",1"} ist, dann gibtes i,j € Z,,
sodass x(i) = 0 und x(j) = 1. Wéhle y € A" dann wie folgt:

1, k=i

y(k) =40, k=j
x(k), sonst

Es gilt dann nicht x < y, weil x(j) = 1 aber y(j) = 0 ist. Analog gilt auch nicht
y = x, weil x(i) = 0 aber y(i) = 1.
Eine andere Moglichkeit besteht in der Wahl:

1, fallsx(i) =0
=1

VieZ,: i) =
v {O, falls x(i)

Aufgabe 24 (1 + 2+ 1+ 3 =7 Punkte)
In dieser Aufgabe werden wir sehen, wie Worter tiber dem bindren Alphabet A = {0,1}
alternativ definiert werden konnen.

Es sei n € No. Wir definieren eine Abbildung U: 2%4n — A", sodass fiir M € 24 das

Wort w = U(M) € A" eindeutig durch folgende Eigenschaft gegeben ist: Fiir jedes i € Z,,
ist w(i) = 1 genau dann, wenn i € M ist.



(Dabei steht ,,U” fiir ,,Ubersetzung”. Wir werden spiter in Kapitel 8 der Vorlesung

mehr iiber Ubersetzungen reden.)

a) Es sei n = 4. Geben Sie U (M) fiir jedes M € {{1,2,3},{0,3}, @} explizit an.

b) Es sei n wieder beliebig. Zeigen Sie, dass U bijektiv ist.

Tipp. Nachdem Sie gezeigt haben, dass U injektiv ist, kénnen Sie fiir die Surjektivitat
von U einfach anhand der Kardinalititen der Definitions- und Bildbereich von U
argumentieren.

c) Es sei w € A". Geben Sie eine (hinreichende und notwendige) Bedingung fiir
M € 2% an, sodass U(M) = w ist. In Ihrer Formulierung darf U dabei nirgends
vorkommen.

d) Es sei < C A" x A" die Relation aus Aufgabe 2[3| Zeigen Sie, dass fiir jede
M, M, € 2% Folgendes gilt: Es ist M; C M, genau dann, wenn U(M;) < U(M,).

Losung 2.4
a) U({1,2,3}) = o111, U({0,3}) = 1001, U(2) = 0000
b) Zuerst zeigen wir, dass U injektiv ist. Seien hierzu My, My € 2% mit w = U(M;) =

U(M,). Dann gilt:

ieM; gdw. w(i)=1
gdw. i€ M.

Also ist Mj = M. Damit ist U injektiv.
Fiir die Surjektivitit beobachten wir: [2%1| = 2%l = 2" = |A|" = | A"|. Wie in der
Ubung gezeigt muss also U auch surjektiv sein.

oo M={ieZ,|w(i)=1}

d) Essei M; C My, wq = U(M;), und wp = U(M,). Wegen der Mengeninklusion ist
wy (i) = 1 fur jedes i € Z,,, fir das w1 (i) = 1 gilt. Damit muss fiir jedes i € Z,, mit
w1 (i) # wa(i) gelten: i € My und i € My, sprich wy (i) = 0 und wy (i) = 1.
Umgekehrt seien M; und M, beliebig, wy, w, € A" wie oben, und w; < w,. Fiir
i € My gilt also wy (i) = 1. Damit ist w,(i) = 1 und es folgt i € M,. Da i beliebig
war, so gilt also M; C M.



