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Hinweis: Auf den ersten 6 Aufgabenblittern wird man insgesamt genau 120 Punkte
erreichen konnen. Wer den Ubungsschein erwerben will, kann dies also nur dann sicher
schaffen, wenn auf den ersten 6 Aufgabenblédttern mindestens 60 Punkte erreicht werden.

Aufgabe 5.1 (2 Punkte)
Es seien A, B, und C Alphabete und h;: A* — B* sowie hy: B* — C* Homomorphismen.
Zeigen Sie, dass h3 = hy o h; ebenfalls ein Homomorphismus ist.

Aufgabe 5.2 (1 + 3 = 4 Punkte)
Es seien A und B beliebige Alphabete. Ein Anti-Homomorphismus sei eine Abbildung
h: A* — B* mit folgender Eigenschaft: Fiir jede x,y € A* gilt h(xy) = h(y)h(x).

a) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass ein surjekti-
ver Anti-Homomorphismus & auch ein Homomorphismus ist. In Threr Bedingung
darf dabei das Zeichen ,h” nirgends vorkommen.

Tipp. Ihre Bedingung darf nicht nur von #, sondern auch von A bzw. B abhédngen.

b) Beweisen Sie, dass Thre Bedingung die in a) verlangte Eigenschaft hat.

Aufgabe 5.3 (1 + 1.5 + 1.5 + 2 = 6 Punkte)
Esseib € Ny, b > 2. Zudem sei die Abbildung f: Z; — Np wie folgt induktiv definiert:

fle)=0 Yw e Z; Vx € Zy : f(wx) = f(w) + numy(x)

a) Es sei b = 16. Rechnen Sie f(3A73) schrittweise aus. Bei jedem Rechnungsschritt
diirfen Sie dabei die Definition von f hochstens einmal benutzen.
Es sei nun die Funktion g: Z; — Z} fiir jedes w € Z; wie folgt gegeben: g(w) =
Repr (f(w)). | _
b) Sei b = 3 und w = 2020. Geben Sie ¢'(w) und f(g'(w)) fiir jedes i € Ny an.
Hinweis. Dabei steht ¢’ fiir die i-fache Komposition von g mit sich selber. Das heifit,
fiir jedes i € N ist ¢* = Iz: und ¢'*! = g' o g.
c) Essei b € N, b > 2, wieder beliebig. Ein w € Z; heifst Fixpunkt von g, falls
g(w) = w ist.
Geben Sie alle Fixpunkte von g an.
d) Essei x € Ny, x < b?, und w = Repr, (x). Zeigen Sie, dass f(w) < x ist.
Tipp 1. Sie diirfen ohne Beweis die Tatsache benutzen, dass (wie in Aufgabe 5/
unten gezeigt wird) die Darstellung von x zur Basis b hochstens 2 Ziffern lang (d.h.,
|w| < 2) ist.
Tipp 2. Wenn x < b ist, dann diirfte Thre Antwort aus [c)| behilflich sein.

Aufgabe 5.4 (5 Punkte)
Es sei b € N, und b > 2. Zeigen Sie durch vollstindige Induktion, dass fiir jedes n € N
Folgendes gilt:

|Repr, (n)| <1+ log, n.

Tipp 1. Versuchen Sie nicht, die Behauptung so wie sie da steht direkt mit Induktion
tiber n zu zeigen. Wandeln Sie sie stattdessen in eine dquivalente Aussage um, die sich
zwar noch durch Induktion zeigen ldsst, aber mit der Definition von Repr, und den
Eigenschaften des Logarithmus kompatibler ist.

Tipp 2. Fiir alle x,y € N4 gilt log, (xy) = log,(x) +log,(y). Zudem ist log, injektiv
und monoton steigend.



