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Aufgabe 9.1 (1.5+1+1+1+15=6Punkte)
R sei ein zweistelliges Relationssymbol. Zudem seien die folgenden pradikatenlogischen
Formeln gegeben:

F = Vx (R(x,y) = R(x,2))
G=Q@yF)->VyF

a) Geben Sie eine Interpretation (D, I) sowie Variablenbelegungen B1 und B; an,
sodass valp 14, (F) = w und valp j 4,(F) = f ist.

b) Geben Sie fv(F), bv(F), fv(G) und bv(G) explizit an.

c) Gibt es einen Term t, sodass G # 0y/4(G) ist? Begriinden Sie Ihre Antwort.

d) Geben Sie die Formeln G; = 0,,,(G) und Gz = 0,,,(G) explizit an.

e) Sind die Formeln G; und G; aus Teilaufgabe [d)|logisch dquivalent? Falls ja, erkldren
Sie, warum das so ist; andernfalls geben Sie eine Interpretation (D, I) sowie eine
Variablenbelegung B, fiir die valp 1 5(G1) # valp,1(G2) ist.

Losung 9.1
a) Z.B.D ={0,1}, I(R) = {(x,x) | x € D} und:
* Bi(y) = 0und Bi(z) = 0 sowie
* a(y) = 0 und Pa(z) = 1.
b) e fv(F) ={y,z}  *bv(F)={x} *fv(G)={z} *bv(G)={xy}
c) Nein. Weil y ¢ fv(G) ist, 0y,,(G) = G fiir jeden Term t, da immer nur freie
Vorkommen von Variablensymbolen substituiert werden.
d) G; = 3y Vx(R(x,y) = R(x,x))) = Vy Vx (R(x,y) = R(x, %)) und
Gy = Ay Vx (R(x,y) = R(x,y))) = Vy Vx (R(x,y) = R(x,y))
e) Nein, denn z.B. fir D = {0,1}, I(R) = {(0,0),(1,0)} und B beliebig haben wir
UIZZD,[,}g(Gl) =f 7& W = Z)L‘llD,[,ﬁ(Gz).
(Es gilt sogar, dass G; allgemeingiiltig ist, G; aber nicht.)

Aufgabe 9.2 (1 + 2 = 3 Punkte)
Es sei A = {a,b,c}. Fiir w € A* und x € A seien die Abbildungen rcar, rcdr: A* — A*
wie folgt definiert:

rcar(e) = ¢ rcdr(e) =&

rcar(wx) = x redr(wx) = w

a) Was ist rcar(redr?(w)), wenn w € A* beliebig ist?
b) Zeigen Sie durch vollstindige Induktion iiber 1, dass Folgendes gilt:
Vn € Np:Vw € A" : redr® (w) = e.

Losung 9.2
a) Wenn |w| < 2 ist, dann ist rcar(redr?(w)) = e. Fiir |w| > 3 ist rcar(rcdr?(w)) das
drittletzte Symbol von w, das heit, rcar(redr?(w)) = w(|w| — 3)
b) IA: Wenn n = 0 ist, dann ist w € A? zwingend gleich e. Es gilt dann redr®(e) =
[a:(e) = e.
IS: Es sein € Ny beliebig und es gelte die
IV: Yw € A" : redrl®(w) = e.



Sei w' € A""!. Dann gibt es w € A" und x € A mit w’' = wx. Damit gilt:

redr™l (w') = redr®* ! (wx) = redr™ (redr(wx)) = redr®!(w) Ve

Aufgabe 9.3 (2 + 1.5 + 1.5 + 3 = 8 Punkte)

A, rcar und redr seien wie in Aufgabe 92| Zudem sei folgender Algorithmus B gegeben,
der x,y € A* mit |x| = |y| als Eingabe bekommt und z € A* als Ausgabe liefert, wobei
wy und w, Variablen mit Wertebereich gleich A* sind:

Z4¢€

Wy < X

Wy <Y

while w, # e Aw, # ¢ do
z < rcar(wy) - rcar(wy) - z
wy < redr(wy)
wy + redr(wy)

od

a) Fir i € N, bezeichne x;, y; bzw. z; den Wert der Variable w,, w, bzw. z unmittelbar
nach der i-ten Ausfiithrung der while Schleife in B. Fiithren Sie B fiir x = abc und
y = cba aus und geben Sie x;, y;, und z; fiir jedes i € N tabellarisch an. Wird die
Schleife echt weniger als i-mal ausgefiihrt, so miissen Sie nichts angeben.

b) Wird B fiir beliebige Eingaben x und y stets terminieren? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

c) Welche Werte haben die Variablen w,, w, und z nach Ausfiihrung von B im
Allgemeinen?
Tipp. Aufgabe 4.1

d) Zeigen Sie mittels des Hoare-Kalkiils, dass Ihre Antwort zu Teilaufgabe |c)| korrekt
ist. Genauer: Angenommen, Sie haben bei Teilaufgabe [c)|s., s, bzw. s, als Werte fiir
wy, wy bzw. z angegeben; zeigen Sie, dass das Hoare-Tripel

{Ix] = |y} B {wy =sx Awy =sy Az =>5.}

gliltig ist.

Geben Sie vorweg explizit die Formel an, die Sie in Ihrem Beweis als Schleifeninva-
riante benutzen.

Tipp. Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass Vw € A* : w = rcdr(w)rcar(w) gilt.

Losung 9.3
a)

1 X Yi Zi

1 ab cb ca
2 a c bbca
3 ¢ ¢ acbbca

b) Ja, denn rcdr macht den Wert von w, bzw. w), bei jedem Schleifendurchlauf um ein
Symbol kiirzer. Weil die Lange eines Wortes endlich ist, kann es auch nur endlich
viele Schleifendurchldufe geben.



<)

d)

Zur Erinnerung: In Aufgabe 4.1 haben wir die bindre Operation : A* x A* — A*
wie folgt induktiv definiert:

Yw e A" : ceWw=wlle=w

Vwy, wy € A* Vxy,x € A (w1x1) W (waxp) = (wq W wy)x1Xx7

Nach Ausfithrung von B haben die Variablen w, und w, den Wert ¢, und z den
Wert x W y.

Schleifeninvariante: |w,| = |w,| A (wx Wwy) -z = x WY
Beweis:

{lxl = lyl}

Z4+ ¢

{lxl =lyIn(xwy) -z=xwy}

Wy < X

{lwy| = [yl A (wxwy) -z = xwy}

Wy <Y

{lwx| = |wy| A (W Wwy) -z =x Wy}
while w, # e Aw, # e do
el = [0, A (w0y W 1w,) -2 = x 1wy}
{Iredr(wy)| = |redr(wy)| A (redr(wy )rcar(wy ) W redr(w, )rcar(wy)) -z = x Wy}
{|redr(wy)| = |redr(wy)| A (redr(wy) W redr(wy,)) - rear(wy) - rcar(wy) -z = x Wy}
z ¢ rcar(wy) - rcar(wy) - z
{Iredr(wy)| = |redr(wy)| A (redr(wy) Wiredr(wy)) -z = x Wy}
Wy — redr(wy)
{lwy| = |redr(wy)| A (wy Wredr(wy)) -z = x Wy}
wy <+ redr(wy)
{lwx] = |wy| A (wy Wwy) -z = x Wy}
od
{(wy =evVw, =¢) A|wy| = |wy| A(wxy Wwy) -z =xwy}
{wy =enw, =eN(wxWwy)-z=2xwy}
{wy=eNw, =eNz=xwy}



