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Aufgabe 1 - Das schwarze Buch (4 Punkte)

Sei S die Menge aller Studierenden des KIT, die sich gerade mit GBI beschéftigen
und sei [ eine Interpretation fiir die Symbole A, B, G € Relpy, t € Funpy mit

e I(A) ={x € S| x passt im Tutorium auf}

e I(B) = {x € S| x war dieses Jahr brav}

e 1(G) = {x € S| xist gliicklich}

e [(t):S — Sso,dass x im Tutorium von (I(t)) (x) ist
Dabei ist jede*r Tutor*in immer im eigenen Tutorium.

a) Formalisieren Sie die folgenden Aussagen in Pradikatenlogik. Verwen-
den Sie dazu keine Variablen- und Funktionssymbole aufser den oben ein-

gefiihrten.
i) ,Nicht alle Studierende, die sich mit GBI beschéftigen, waren dieses
Jahr brav.” (0.5 Punkte)
ii) ,Brave Studierende passen im Tutorium auf.” (0.5 Punkte)
iii) ,Alle Tutor*innen sind gliicklich.” (1 Punkt)
iv) ,Ein*e Tutor*in ist nur dann gliicklich, wenn alle, die im Tutorium
sind, auch aufpassen.” (1 Punkt)

b) Gegeben sei nun die konkrete Studierendenmenge S’ C S:
S" = {Alice, Bob, Carlos, David, Eve}

Geben Sie I’ so an, dass (S, I') ein Modell fiir die Konjunktion der vier
Formeln aus (a) ist. (1 Punkt)

Aufgabe 2 - I'm My Own Grandpa (5+2 Punkte)

Horen Sie das Lied I'm My Own Grandpa in der Version von Ray Stevens an.
In dieser Aufgabe wollen wir die in den ersten beiden Strophen beschriebenen
Verwandtschaftsbeziehungen formalisieren:

Many many years ago,
When I was twenty-three,
I was married to a widow
Who was pretty as can be.


https://piped.video/watch?v=1vzIebtFshk

This widow had a grown-up daughter
Who had hair of red.
My father fell in love with her,
And soon they too were wed.

Wir betrachten dazu eine prddikatenlogische Signatur ¥ mit den Konstan-
tensymbolen (also nullstelligen Funktionssymbolen) r, w, f, d und den zweistel-
ligen Relationssymbolen S(-,-), C(-, -).

Wir verwenden hier nur Interpretationen (D, I), fiir die Folgendes gilt:

* [(r) ist der Sanger Ray Stevens.

I (w) ist die Witwe.

I(f) ist Rays Vater.

I1(d) ist die Tochter der Witwe.

(x,y) € I(S) genau dann wenn x ein Ehepartner von y ist.

(x,y) € I(C) genau dann wenn x ein Kind von y ist.
a) Formalisieren Sie die folgenden Aussagen in Pradikatenlogik mit der Si-
gnatur . Verwenden Sie dabei nur die Operatoren —, A, v, .
i) , Die Witwe ist mit Ray verheiratet.” (0.5 Punkte)
ii) ,Ray ist das Kind seines Vaters.” (0.5 Punkte)
iii) ,,Die Tochter der Witwe ist das Kind der Witwe.” (0.5 Punkte)
iv) ,Rays Vater ist mit der Tochter der Witwe verheiratet.” (0.5 Punkte)

v) ,Es gilt fiir alle x,y, dass wenn x der Ehepartner von y ist, y auch
der Ehepartner von x ist (Man sagt auch: ,Die Ehepartner-Relation ist
symmetrisch.”).” (0.5 Punkte)

vi) ,,Ein Kind eines Ehepartners ist auch das Kind des jeweils anderen
Ehepartners.” (0.5 Punkte)

b) Beweisen Sie in nattiirlicher Sprache, dass aus den Aussagen aus Teilauf-
gabe (a) folgt, dass Ray sein eigener Grofivater ist, also dass

' 3x (C(r,x) AC(x,1))

wobei I' die Menge der Formeln aus Teilaufgabe (a) ist. (2 Punkte)

c) Bonusaufgabe: Beweisen Sie dasselbe im Kalkiil des natiirlichen Schlie-
Bens. (2 Punkte)



Aufgabe 3 - Hoare-Kalkiil (6 Punkte)

Fiir zwei natiirliche Zahlen a,b € IN, ist der grofste gemeinsame Teiler
geT(a,b) = max {x € N, | x teilt g und x teilt b}

Der folgende Algorithmus berechnet den grofiten gemeinsamen Teiler fiir zwei
gegebene natiirliche Zahlen:

1: Input: A € IN,, B € IN,
22 {A>1AB>1}

3:

4:a+ A

5:

6: b+ B

o]

: whilea #b do

10: if a > b then
11:

12:

13: a<a-—>b
14:

15: else

16:

17:

18:

19: b<b—a

20:



21: fi

22:

23: od

24:

25:

26: {a=ggT(A,B)}

27: return a

a) Seiena,b,c € IN, sodass a > b. Zeigen Sie, dass ggT (a,b) = ggT(a — b, b)
und dass ggT(c,c) =c. (2 Punkte)

b) Geben Sie eine Schleifeninvariante I fiir die Schleife im obigen Algorith-
mus an, mit der sich die Korrektheit des Algorithmus beweisen ldsst. (1 Punkt)

c) Verwenden Sie den in der Vorlesung vorgestellten Hoare-Kalkiil, um die
Korrektheit des Algorithmus beziiglich der bereits vorgegebenen Vor- und
Nachbedingung zu beweisen. Sie konnen dazu die farblich hervorgehobe-
nen Zeilen im Algorithmus verwenden. (3 Punkte)

Hinweis: Sie diirfen Ihre Ergebnisse aus der ersten Teilaufgabe verwenden.

Aufgabe 4 - Pradikatenlogik (5 Punkte)

Es sei folgende pradikatenlogische Formel gegeben:
F=0Ex®R = Q%)) > ((VxRE)) = IxQx,x))
a) Geben Sie ein Modell (D, I) von F an. (1 Punkt)
b) Ist F allgemeingiiltig? Begriinden Sie ihre Antwort. (3 Punkte)

¢) Ist F zu der folgenden Formel G dquivalent? Begriinden Sie. (1 Punkt)

G=0FxRx) »Qx,x))) » ((VxRE)) - Vx Q(x,x))



Das GBI-Team wiinscht Ihnen frohliche und erholsame Feiertage!
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Auflerdem, wenn Sie Thre Ausarbeitung iiber die Abgabekésten im Keller des
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¢ Tablet-Ausdrucke sind zuléssig

Wenn Sie Ihre Ausarbeitung online {iber ILIAS abgeben, dann achten Sie darauf:
¢ Thre Abgabe muss genau eine PDF-Datei sein
¢ Scans und lesbare Fotos sind zuléssig
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