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Versuche P1-11: Elastizitat Raum F1-11

Bei diesem Versuch wird das Verhalten von Festkérpern unter der Einwirkung &uferer Krifte untersucht und
die elastischen Konstanten Elastizitdtsmodul E und Schubmodul G fiir einige Stoffe ermittelt. Zur Bestim-
mung von E werden zwei Methoden einander gegeniibergestellt: Messung der Balkenbiegung bei Belastung
als statische MefBmethode und Messung der Schallgeschwindigkeit in Stidben als dynamische MeBBmethode.
G wird dynamisch aus der Schwingungsdauer von Torsionsschwingungen bestimmt.

Achtung: Die bei Aufgabe 2 verwendeten Detektoren fiir Schallsignale sind sehr zerstérungsgefdhrdet!
Beachten Sie die entsprechenden Hinweise im Aufgabentext.

Aufgaben:

1. Bestimmen Sie fir einige Stoffe den Elastizitdtsmodul E aus der Biegung zweiseitig aufgelagerter
und in der Mitte belasteter flacher Stibe. Gemessen wird dabei die Kippung o der Stabenden bei
Belastung. Dazu sind nahe den Stabenden leicht gegeneinander geneigte Spiegel montiert, liber die der
Lichtweg von einer beleuchteten Skala zu einem Beobachtungsfernrohr fiihrt. Aus der Anderung s der
Skalenablesung mit und ohne Belastung sowie einfach meflbaren Lingen kann o berechnet werden. Der
Zusammenhang a(s) soll vor Versuchsbeginn verstanden sein. o ist mit dem Abstand L zwischen den
Auflageschneiden, der Breite b und der Hohe h des rechteckigen Stabquerschnitts, der belastenden
Gewichtskraft F und dem Elastizitdtsmodul E verkniipft.
3.F-L°

o=—
4.E-b-h’

Diese Formel sollten Sie herleiten konnen.

Fernrohr

Skala

Auflage Aufiage beleuchtet

Prinzipskizze zu Aufgabe 1

2. Bestimmen Sie fr einige Stoffe den Elastizitdtsmodul E aus der Geschwindigkeit v von Longitudi-
nalwellen in Staben. Gemessen wird dabei die Zeit T, die ein VerdichtungsstoB (axiales Anschlagen einer
Pendelkugel am Stabende) braucht, um n-mal im Stab der Lange L hin- und herzulaufen, wobei er jeweils an
den freien Stabenden reflektiert wird. Die Schallsignale am erregerfernen Stabende werden mit Hilfe eines
Piezokristalls oder eines elektrodynamischen Systems aufgenommen. Ein an den Detektor angeschlossenes
elektronisches Gerét (siche Blockschaltbild) mifit die Zeit T, die zwischen dem Eintreffen des ersten und des
m-ten Signals vergeht (m =2, 4, 6, 8). Aus v und der Materialdichte p ergibt sich E. Messen Sie T in
Abhiéngigkeit von m und ermitteln Sie v als Steigung der resultierenden Geraden.

Frage: Warum soll v nicht aus einem (m, T)-Paar berechnet werden?

Achtung: Der Piezodetektor vertrdgt wegen der leicht aufbrechenden Klebungen keine harten StéBe. Die
Pendelkugel soll aus hochstens 8cm Entfernung vom Stabende losgelassen werden.

Das elektrodynamische Mikrophon wird durch einen prinzipiell gleichartigen kleinen elektrodynamischen
Lautsprecher realisiert. Der wird mit einer an die Membran angeklebten Hiilse am Stab befestigt. Der



Lautsprecherkorb samt Permanentmagnet wird von der Membran getragen. In diesem Zustand Lautsprecher-
korb und Magnet nicht anfassen! Vorsicht beim Montieren! Betreuer hinzuziehen!
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Prinzipskizze und Blockschaltbild zu Aufgabe 2

Vergleichen Sie bei wenigstens einem Stoff die Ergebnisse, die mit den unterschiedlichen Detektoren
gemessen werden. Machen Sie sich die Funktionsweise der Detektoren klar. Es ist bei jeder Messung nétig,
in einem Vorversuch zunéchst etwa die Mitte jenes Bereichs der Anschlagstirke zu suchen, in dem die
Ergebnisse fiir T reproduzierbar und verniinftig sind. Storsignale, z.B. von unvermeidlichen andersartigen
Anregungsmoden, diirfen nicht registriert werden, aber die durch Dampfung nach mehrmaligem Hin- und
Herlaufen abgeschwichten Sollsignale miissen noch registriert werden. Ein solcher Kompromif ist bei Hart-
PVC nur mithsam zu erreichen. Sie sollten es dennoch probieren und dabei kiirzere Stibe und kleine m-
Werte wihlen. Die von den Detektoren aufgenommenen Signale konnen an einem Oszilloskop beobachtet
werden.



3. Bestimmen Sie fur wenigstens einen Stoff den Schubmodul G aus der Schwingungsdauer T von
Torsionsschwingungen. Ein zylindrischer Stab aus dem zu untersuchenden Stoff ist am oberen Ende fest
eingespannt und trdgt am unteren Ende eine Drehscheibe. Die Drehscheibe wird um einen kleinen Winkel
(ca. 10°% warum so klein?) ausgelenkt und fiihrt dann, losgelassen, Drehschwingungen aus. Verwenden Sie
die Scheibe ohne, mit zwei und mit vier Zusatzmassen. Bestimmen Sie aus den zugehorigen
Schwingungsdauern sowie den berechenbaren Zusatztrigheitsmomenten das Tragheitsmoment der Scheibe.
Frage: Wie konnte man G fiir einen Probekorper gleicher Geometrie statisch bestimmen?

Zubehor:

Zu 1: ZeiBschiene mit Reitern; beleuchtete mm-Skala; Auflagevorrichtung fiir Stidbe; 2 aufsteckbare
Planspiegel; Waagschale fiir Gewichtsstiicke, mit Hangevorrichtung fiir die Stdbe; Satz Gewichtsstiicke;
diverse Probestibe mit rechteckigem Querschnitt; BandmaB; Schieblehre.

Zu 2: ZeiBschiene mit Reitern; Stativmaterial, Pendel mit Stahlkugel; 2 Tischchen mit Schaumstoffauflage
zum weichen Auflegen der Stibe; Probestibe (Messing, 984¢g; Edelstahl, 926g; Aluminium, 327g; Kupfer,
1032g; Hart-PVC, 167g); aufsteckbarer Lautsprecher mit Vorverstirker als Detektor; Aufsteckhiilse mit
Piezokeramikscheibe als Detektor; Gerit zur Zeitmessung in 10us-Schritten zwischen 2, 4, 6, 8 konsekutiven
Signalen vom Detektor; Oszilloskop.

Zu 3: Wandauthingung fiir Torsionsstébe; zylindrische Probestébe aus verschiedenen Stoffen; Drehscheibe
mit Befestigungsmoglichkeit an den Stiben; vier Zusatzmassen (Masse jeweils 837g, Abstinde ihrer
Schwerpunkte von der Drehachse jeweils 110mm); Mikrometerschraube; Stoppuhr.

Literatur:

(BB: Zu Balkenbiegung; SG: Zu Schallgeschwindigkeit; TS: Zu Torsionsschwingungen)
Westphal: Physikalisches Praktikum (BB, TS)

Gerthsen, Kneser, Vogel: Physik (BB, TS)

Bergmann, Schaefer: Experimentalphysik, Bd.1 (BB, TS, SG)

Feynman: Lectures on Physics (BB, TS)

Hammer: Grundkurs der Physik (SG)

Walcher: Praktikum der Physik (BB, TS)

Macherauch: Werkstoffkunde (allgemein)

Version: Juli 10
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Elastizitét Versuchsvorbereitung

Vorbemerkung

Im Versuch Elastizitét geht es um das Verhalten von Festkorpern unter der Einwirkung &ufserer
Krifte. Dabei werden das Elastizitatsmodul E und Schubmodul G fiir einige Stoffe ermit-
telt.

Der Versuch besteht im wesentlichen aus drei Aufgaben. In der ersten Aufgabe wird das Elas-
tizitdtsmodul E durch Balkenbiegung, in der zweiten durch Logitudinalwellen bestimmt. In der
dritten Aufgabe geht es um Torsionsschwingungen; und damit um das Schubmodul G.

1 Elastizitatsmodul E durch Balkenbiegung

Als erstes soll das Elastizitdtsmodul E aus der Biegung zweiseitig aufgelegter und in der Mitte
belasteter flachen Stdbe bestimmt werden. Dazu messen wir die Kippung « der Stabenden.

Abbildung 1: Durchbiegung eines Balkens, der an bei den Enden gelagert ist

Die Prinzipskizze aus der Versuchsvorbereitung zur Aufgabe 1 zeigt sehr schon die im Versuch
benotigten Anordnung. An den Stabenden steht jeweils ein Spiegel (S; und S3). Mit dem
Fernrohr ldsst sich nun im ungebogenen sowie im belasteten Zustand die Skala ablesen. Man
kann dort die Anderung s ablesen.

Fernrohr S1J *"“\1 S,
‘ Test- * stab A b ISkaI:t ¢
eleuchte

Auflage E Aufiage

Abbildung 2: Prinzipskizze aus der Versuchsvorbereitung zur Aufgabe 1

Aus diesem Wert und den einfach messbaren Lingen kann die Kippung « berechnet werden.
Dazu gehen wir von der Beziehung % = % . % fiir die Dehnung bzw Stauchung in Abhéngigkeit
des Elastizitatskoeffizient % aus. Daraus ergibt sich:

AL
dF = —F -dA
L
Nun legen wir das Koordinatensystem so, dass die Neutrale Faser des Stabes (dies ist die
gedachte Linie im Stab, die weder gedehnt noch gestaucht wird) entlang der x-Achse liegt. Die

z-Achse zeige senkrecht nach oben. Bei konstanter Breite b des Stabes gilt:

dA=10b-dz

Raphael Schmager 1



Elastizitét Versuchsvorbereitung

Betrachten wir nun infinitesimale Scheibchen tiberhalb oder unterhalb der Neutralen Faser so
andert sich dort die Lénge L = dr in Abhéngigkeit vom Abstand zur x-Achse. Es ergibt sich
fir die Ladngendnderung also:

AL =z -tan(da) =~ z - do
Setzt man dies alles in die Formel fiir die Kraftdnderung ein so erhélt man:

dF—zEbZ—Zda

Durch die Kraft dF ensteht ein Drehmoment:

dM = z - dF
Damit ergibt sich:
M = /z dF = / 2pp%%, — —h%EdO‘
dx dz
_h _h
2 2

Uberlegt man sich das Drehmoment nocheinmal, vereinfacht an einem Stab der Linge é auf
den eine Kraft % am Ende senkrecht nach unten wirkt, so hdngt dieses von der Entfernung x
vom Auﬂagepunkt auf dem Stab ab. An der Stelle x = 0 ist My = 0. In der Mitte, also bei
z =L ist es 55 Diese Uberlegung ist Aquivalent zu einem ganzen Stab, welcher an beiden
Seiten aufliegt und auf dessen Mitte die Kraft F wirkt. Wir setzten also die Drehmomente gleich

und erhalten fiir die Kippung a:

F 3, da F 12z

Nun integrieren wir noch vom Stabanfang bis in die Mitte des Stabes %

/d _/F A2 3-F-L?
)T 2vERY T L E b-mB

Die Kippung « lisst sich nun wie oben erwithnt mit Hilfe der Anderung s welche man durch
das Fernrohr auf der beleuchteten Skala ablesen kann, bestimmen. Bei einem Biegungswinkel
von « andert sich jedoch aufgrund des Aufbaus (siehe Skizze oben) der Einfallswinkel des
“Stahls” um 2. Somit trifft der Strahl um 2« - L verschoben auf den Spiegel S;. Hier wird er
erneut um 2« verschoben. Also dndert sich dort der Winkel auf 4«.. Der Strahl wird hier um

a - (L +1) verschoben. Dabei bezeichnet [ den Abstand von Sy zur Skala. Es ergibt sich somit
eine Gesamtverschiebung von

- S
T 6L+ 4l

s~2a-L+4a(L+1) =

Zu beachten ist, dass hier {iberall die Kleinwinkelndherung verwendet wurde.

Raphael Schmager 2



Elastizitét Versuchsvorbereitung

2 Elastizitatsmodul E durch Logitudinalwellen

Im zweiten Teil soll das Elastizitdtsmodul E noch einmal bestimmt werden. Nun jedoch aus
der Geschwindigkeit v von Logitudinalwellen im Stab, welche wir erzeugen werden. Dabei wird
die Zeit T gemessen, die ein Verdichtungsstoft braucht, um n-mal im Stab der Linge L durch
Reflexion an den Stabenden hin- und herzulaufen. Solch ein Verdichtungsstoft kann durch axiales
Anschlagen einer Pendelkugel am Stabende realisiert werden.

Die Signale werden beispielsweise mit einem Piezokristall gemessen. An ein an einen Detektor
angeschlossenes “elektrisches Gerét” misst dann die Zeit, welche zwischen Eintreffen des ersten
und des n-ten Signales vergeht.

s S _ (n—1)-2L

T T

Dazu soll die Zeit T in Abhéngigkeit von n gemessen werden. Daraus ldsst sich dann Die Ge-
schwindigkeit v als Steigung der daraus resultierenden Geraden ermittelt werden. Durch die

Regression(sgerade) verringern wie den statistischen Fehler.

Mit der Geschwindigkeit konnen wir nun das Elastizitdtsmodul E bestimmen. Dazu betrachten
wir ein Stabelement der Lénge Ax mit der Masse Am = A - Az - p. Es ergibt sich fiir die
Beschleunigende Kraft auf dieses Stabelement:

?s 0%s
F—m'a—Amw—p'A'Aa:ﬁ

Fiihren wir auch das elastische Gesetz iiber in die Infinitesimalschreibweise, so ergibt sich:

AL 9?s
F_E-A.T = F_E.A.W.Jj

Durch Gleichsetzten ergibt sich die Wellengleichung;:

os _E 0%
o2 p Ox2

Man erkennt nun, dass der Term % gerade dem Quadrat der Geschwindigkeit entspricht. Es
ergibt sich somit fiir das Elastizitdtsmodul:

E:v2-p

Aufler dem Piezodetektor soll auch noch ein “elektrodynamisches System” verwendet werden.
Dies besteht aus einem Lautsprecher, welcher durch einen angeklebten Stab auf Membran und
Stab als Mikrophon wirkt und so die Stofse in ein elektrisch gut messbares Signal umwandelt.

3 Schubmodul G durch Torsionsschwingungen

Im letzten Teil, soll noch fiir wenigstens einen Stoff der Schubmodul G aus der Schwingungs-
dauer T von Torsionsschwingungen bestimmt werden.

Raphael Schmager 3



Elastizitét Versuchsvorbereitung

Dazu befindet sich an einem zylindrischen Stab, welcher am oberen Ende fest eingespannt ist,
eine Drehscheibe am (unteren) Ende. Die Drehscheibe wird um kleine Winkel ausgelenkt. Lésst
man die Scheibe los, so fithrt sie Drehschwingungen aus. Wir wéhlen den Winkel ¢ < 10°,
damit wir im linearen Bereich der elastische Verformung bleiben und das Material einerseits
nicht (dauerhaft) Verformen oder Zerstoren.

Greift nun eine Kraft F' tangential an einer Fliche A an (siehe Skizze), so wirkt eine Scherungs-
kraft. Als Scherspannung defniert man nun die pro Fliacheneinheit wirkenden Kraft.

F
T=—

A

Zwischen der angreifenden Kraft und der Schwerwinkel « findet man bei kleinen Auslenkungen

« einen linearen Zusammenhang:
F=A-G «

Dabei bezeichnet man die (materialspezifische) Konstante G als Schubmodul.

=
i

Abbildung 3: Torsion eines Kreiszylinders

Wir teilen einen Holzylinder gedanklich in viele Hohlzylinder mit der Lénge L, Dicke dr und
Radius r. Auf so einen Hohlzylinder wirkt dann ein Drehmoment dM, wodurch er um den
Winkel ¢ verdrillt wird.

dM =r-dF

Fiir den Schwerwinkel ergibt sich:

tan(oz)z% mitr-o<<L = a%r-%
Damit folgt:
2P 2P 211G
dM:r-dF:rGz'dA:rGf-%rrdr:idr

Durch Integration {iber r von 0 bis R, erhalt man:

R
3 4
M:/dM:/zﬂTLG('Ddr:WGR o
0

2L

Raphael Schmager 4



Elastizitét Versuchsvorbereitung

Das Ziel ist es nun anhand der gemessenen Periodendauer T das Schubmodul G, sowie das
Tragheitsmoment M der Drehscheibe zu bestimmen.
Aus dem Drehmoment ergibt sich auch die Winkelrichtgrofe Dx:

TGR*
2L

Die vorliegende Schwingung gehorcht der Differentialgleichung des harmonischen Oszillators.
Dx
S
®+ ) ¥
Aus dieser kénnen wir auf die Kreisfrequenz w schleiffen und aus ihr erhalten wir die Schwin-

Dx /6

Damit ergibt sich das Schubmodul in Abhéngigkeit der Schwingungsdauer zu:

gungsdauer T.

8w Lo
G=——
RAT
Dabei ist 8 das Tragheitsmoment der Anordnung. Dieses ergibt sich aus dem Tragheitsmoment
0o der Anordnung ohne Gewichte auf der Drehscheibe und den beiden Trégheitsmomenten 6;

und 6 mit den unteschiedlichen Massen m; und ms auf der Drehscheibe.
0=0,+0, mit 015= %d2 + ma?

Der Abstand der Gewichte soll @ = 110mm vom Schwerpunkt betragen. Der Radius d der
Gewichte muss im Versuch noch gemessen werden.

Da leider 6y nicht bekannt ist, werden wir die Messungen mit den Zusatzgewichten durchfiihrt
und jeweils die zugehorige Schwingungsdauer T gemessen. Aus den Differenzen AT und A6
wird dann das Schubmodul gemessen.

_ 8rL Af

- RY AT?
Das G-Modul l&asst sich auch statisch bestimmen. Dies konnte man durch Auslenken des Stabes
um einen bekannten Winkel bewerkstelligen. Dazu miisste man nur die Kraft messen, die zur

Auslenkung gebraucht wird und mit obiger Formel liefse sich so auch recht einfach das G-Modul

bestimmen.

4 Quelle

e Vorbereitungsmappe zum Versuch “Elastizitét”

e H. J. Eichler H.-D. Kronfeldt J. Sahm, Das Neue Physikalische Grundpraktikum, 2. Auf-
lage, Springer-Verlag
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Einfiihrung

In diesem Versuch wird das Verhalten von Festkérpern untersucht, wenn auf diese Korper
aukere Krifte, wie Zugkrafte, Druckkrafte oder Scherkrafte, untersucht. Es werden dann
die elastischen Konstanten Elastizititsmodul E und Schubmodul G fiir einige Stoffe
ermittelt. Die folgenden Gesetzt gelten nur in einem bestimmten Bereich, werden die
Krifte zu grof, so wird die Elastizitdtsgrenze der Korper iiberschritten und die linearen

Annahmen gelten nicht mehr.

E-Modul

Wirken auf einen Korper, der Linge L, Kréfte, so kann der Korper gedehnt bzw. ge-
staucht werden. Seine Linge veréndert sich um AL. Das Verhéltnis von AL zu L wird

als Dehnung € bezeichnet:
AL (1)
L

€

Um eine Dehnung zu erreichen miissen auf den Korper mit Querschnittsflaiche A Kréfte
wirken. Das Verhéltnis der Normalkraft F,, zur Querschnittsfliche A wird als Spannung
o bezeichnet:

o=— (2)

Nun kann das Elastizitdtsmodul E definiert werden. Es gibt das Verhéltnis zwischen

Spannung ¢ und Dehnung e wird als E-Modul bezeichnet.

E= (3)

o
€
Der Kehrwert % wird als Elastizititskoeffizient bezeichnet.

Schubmodul

Wirkt auf einen Korper mit Fliche A eine Kraft F}, die tangential zur Oberfliche an-

greift, so wird der Korper verformt. Das Verhéltnis dieser sogenannten Scherkraft zur



Flache A wird als Scherspannung 7 bezeichnet:

Abbildung 1: Scherung

Die Scherkraft hat eine Verschiebung Az der Oberfliche zur Folge. Bei einer Hohe L des
Korpers ergibt sich der Scherwinkel . Der Tangens dieses Winkels wird als Scherung
bezeichnet:

_ Ax

V== tanf (5)

Das Verhéltnis von Scherspannung zu Scherung wird als Schubmodul G definiert:

a_T
S

Die Grundlegenden Bezeichnungen sind nun eingefiihrt. Im folgenden werden die einzel-

nen Aufgaben diskutiert und die benotigten Formeln hergeleitet.

1 Balkenbiegung und E-Modul

In dieser Aufgabe werden fiir einige Stoffe das Elastizitdtsmodul E, aus der Biegung
zweiseitiger aufgelagerter und in der Mitte belasteter flacher Stibe, bestimmt. Es wird

dabei die Kippung o der Stabenden bei Belastung gemessen.



Der Versuchsaufbau sieht folgendermafen aus:

Fernrohr

S1 i

Skala
beleuchtet

Auflage vF Auflage

Prinzipskizze zu Aufgabe 1
Abbildung 2: Biegung

Dies entspricht zwei Stében der Lénge L/2 die an einem Ende fest eingespannt sind und

am anderen Ende durch eine Kraft F/2 gebogen werden.

Auf ein Stabelement an der Stelle x wird dann ein Drehmoment:

M= g z (7)
In der Mittelachse des Stabes verlduft die neutrale Faser, welche weder gedehnt noch
gestaucht wird. Das Koordinatensystem wird nun so gelegt, dass die vertikale y Achse
dort den Wert 0 hat.
Zur neutralen Ebene parallele Schichten mit Linge dx werden um die Lénge dl verlin-
gert:
dl = tan(da) -y = y - da (8)

Hat der Stab die Breite b ergibt sich:

dA=1b-dy 9)
Aus der Definition von E (3) folgt:
o F-L
E=—-= N (10)
A
=>F==-AL-E (11)



betrachtet man nun eine infinitesimale Kraft, und benutzt L = dx sowie (8) und (9):
dA dy

=>dF =F — -y-da=vy-doa-E-b-—= 12
- dx yroa=y-ao dx (12)

Nun kann das Drehmoment dM = y-dF berechnet werden durch Integration iiber y von
-h/2 bis h/2:

M:/jfy-dF:/_zgdy-yQ-E-b-jj:112-E-b-h3-3(; (13)
Setzt man nun (7) und (13) gleich, so folgt:
da:m-x-dx (14)
« erhélt man nun durch Integration iiber x von 0 bis L/2 zu:
o M (15)

Nun muss noch geklirt werden, wie der Winkel « iiber die Anderung s auf der Skala
bestimmt wird. Es gilt die Naherung fiir kleine Winkel.

Der Abstand der an den Enden befestigten Spiegeln betragt auch L.

Denke man sich eine Strahlenquelle im Fernrohr und verfolgt den Lichtweg vom Fernrohr

iiber die Spiegel zur Skala.

Der Lichtstrahl fallt im Winkel o auf den strahlennahen Spiegel und wird dort im Winkel

a reflektiert. Die Auslenkung s; am strahlenfernen Spiegel betrigt dann:
s1=2-a-L (16)
Am skalenfernen Spiegel wird er erneut reflektiert und die zusétzliche Auslenkung s, an
der Skala durch den zweiten Spiegel betrigt:
so=4-a(L+a) (17)

wobei a der Abstand vom skalennahen Spiegel zur Skala ist.

Die Gesamtauslenkung s betrigt dann:

s=s51+8=2-a-L+ss=4-a(L+a) (18)



2 Longitudinalwellen und E-Modul

Das E-Modul fiir einige Stoffe wird nun aus der Geschwindigkeit v von Longitudinal-
wellen in Stdben bestimmt. Dabei wird die Zeit T gemessen, die ein Verdichtungsstof
braucht um n-mal im Stab der Lange hin-und herzulaufen. Die Geschwindigkeit v ist
dann:

_L-2(n—1) L-m

o7 =7 (19)

Es wird die Zeit T gemessen, die zwischen dem Eintreffen des ersten und des m-ten

v

Signals vergeht.
Nun kann man T in Abhéngigkeit von m auftragen:

T:;-m (20)

und aus der Steigung der Geraden kann die Geschwindigkeit v berechnet werden. Eine
lineare Regression durchzufiihren ist genauer als nur ein Wertepaar zu betrachten, da

das Ergebnis durch viele Werte genauer wird.

Die Auslenkung s einer Querschnittsfliche ist sowohl Zeit als auch Ortsabhingig. Be-

trachten wir ein Stabelement der Linge Az und der Masse Am auf den eine Kraft F

wirkt.
Es gilt:
AL 0?s
F=F- A - —=F-A-— - 21
L Ox? de 1)
Die Kraft bewirkt aber auch eine Beschleunigung:
0?s ?s
F:m-a:Am-w :>F:p-A-A:U-w (22)
Setzt man beides gleich ergibt sich eine Wellengleichung:
0?s ?s
¢ — ¢ 23
a2~ P o (23)
E
mit v= /% (24)
p



3 Torsionsschwingung und Schubmodul

Ein zylindrischer Stab ist am oberen Ende fest eingespannt und trigt am unteren Ende
eine Drehscheibe. Nun wird die Drehscheibe um einen kleinen Winkel ausgelenkt und
fiihrt dann Drehschwingungen aus. Der Winkel darf nicht zu grofs sein um den linearen
Bereich nicht zu verlassen.

Die Scheibe wird ohne, mit zwei und mit vier Zusatzmassen verwendet.

Der Vollzylinder wird gedanklich in viele Hohlzylinder mit Lange L, Radius r und Dicke
dr aufgeteilt.

Auf einen solchen Hohlzylinder wirkt dann ein Drehmoment dM = r - dF, wodurch er
um einen Winkel ¢ verdrillt wird.

Der Scherwinkel ergibt sich dann zu:

rep rep
t = = ~ 2
an(a) 7 =>a 7 (25)
Aus der Definition des Schubmoduls folgt dann:
T F
v A-tan(a) (26)
:>F:G-A-a:G-A-¥ (27)
mit dA = 2 7rdr
=>dF =G - % - 2mridr (28)
damit wird das Drehmoment fiir einen infinitesimalen Hohlzylinder zu:
o2 -G - -rd
AM = e (20)

L

Um nun das Drehmoment fiir den Vollzylinder wird iiber r integriert und man erhélt:

7m-G-R*

M =
2-L

2 (30)
Vergleicht man das Drehmoment mit M = D* - ¢, sieht man, dass die resultierende

Winkelrichtgrofe gegeben ist durch:

, 7w-G-RY
b == (1)



Damit kann dann die Kreisfrequenz w und die Schwingungsdauer T berechnet werden:

D* 0
Damit ergibt sich dann:
8r-L 0

wobei 0 das Tragheitsmoment der Anordnung ist.
Das Tragheitsmoent ergibt sich aus dem Tragheitsmoment 6, der Anordnung ohne Ge-

wichte und dem Trigheitsmoment der Gewichte (6, bzw. ;) zu:
0 = 0o + 612 (34)
Das Triagheitsmoment der Gewichte betrégt:
L 2
612 = §md + ma (35)

mit m = Masse , d = Radius der Gewichte und a = Abstand der Gewichte zur Drehachse

Da das Tragheitsmoment 6y nicht bekannt ist, werden die Messungen mit den Zusatz-
gewichten durchgefiihrt und jeweils das zugehorige T bestimmt. G wird nun aus der
Differenz Af sowie aus (AT)? bestimmt:

_8r-L Af
R AT

G (36)
Frage: Wie konnte man G fiir einen Probekorper gleicher Geometrie sta-
tisch bestimmen? Man konnte G statisch bestimmen, indem man den Stab durch ein
bekanntes Drehmoment (benétigte Kraft messen) um einen Winkel ¢ auslenkt. Dann

muss nur noch der Winkel ¢ gemessen werden und es kann G folgendermafien berechnet

werden: v a. i
% 7T . .
R (87)
M-2-L
Ry T (38)



4 Quellen

e Versuchsvorbereitung
e Physik fiir Wissenschaftler und Ingenieure ; Paul A.Tipler

e Abbildung 1:http://de.wikipedia.org/w/index.php?title=Datei:Shear_scherung.
svg&filetimestamp=20080710105943

e Abbildung 2: Versuchsvorbereitung



Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) WS 2011/12

Physikalisches Anfangerpraktikum - P1

Elastizitat
P1-11

Protokoll von
Tobias Renz und Raphael Schmager

Gruppe: Do-28

Versuchsdatum: 19.01.2012



Elastizitét Auswertung

1 Elastizitatsmodul E durch Balkenbiegung

Zunéchst wurden die fiir Aufgabe 1 gemessenen Grofen in einer Tabelle zusammengestellt.
Dahinter befindet sich jeweils, der von uns fiir angemessen gehaltene Fehler, den wir beim
Abmessen, durch die verwendeten Messinstrumente gemacht habe.

Wert / mm  Fehler / mm

Abstand:
Auflagepunkte L 452 1
Spiegel (Metalle) L’ 442
Spiegel (PVC) L’ 449 2,1
skalennacher Spiegel-Skala a 628
Stébe:
Alu Hohe h 6,0 0,1
Breite b 25,0 0,1
Messing Hoéhe h 6,0 0,1
Breite b 25,0 0,1
PVC Hohe h 6,1 0,1
Breite b 25,2 0,1
Eisen Hohe h 6,0 0,1
Breite b 25,0 0,1

Tabelle 1: Messgroften und Fehler

Wir hatten vier Stdbe zu Versuchszwecken zur Verfiigung. Diese wurden in die Versuchsanord-
nung eingebracht. An den Enden wurde je ein Spiegel montiert und in der Mitte wurde eine
Schale befestigt, auf welche wir dann verschiedene Gewichte legten. Die Kraft durch die Ge-
wichte fiihrte zu leichter Biegung, welche iiber die genannte Anordnung der 2 Spiegel und der
beleuchteten Skala abgelesen werden konnte. Dazu wird angenommen, dass bei keinem Gewicht,
also der Kraft F=0N die Auslenkung durch das Eigengewicht des Stabes vernachléssigbar klein
ist. Dies wird im folgenden wichtig sein, da wir bei der linearen Regression der Messpunkte un-
seren Achsenabschnitt auf 0 setzten. In folgender Tabelle wurden die Messwerte iibersichtlich
zusammengefasst. Der Ablesefehler bei den einzelnen Werten fiir s auf der Skala schiitzen wir
auf As = 0, 1mm. Diese sind nun alle in folgendem Schaubild dargestellt.

Man erkennt, dass PVC eine hohere Elastizitdt hat, als beispielsweise Aluminium oder gar
Eisen. Der Grund dafiir liegt ganz einfach im atomaren Aufbau der verschiedenen Stoffe. PVC
zéhlt zu den Kunststoffen, die anderen drei gehoren zu den Metallen. Kunststoff besteht im
Allgemeinen aus langem Polymerketten, welche zumeist eine starke Verflechtung vorweisen.
Durch Belastung reagieren diese auf eine Streckung oder Entflechtung der Ketten und sind
so nachgiebig. Im Vergleich dazu stehen die Metalle. Diese weisen eine Gitterstruktur auf,
welche sich einer Verformung durch ihre Geometrie und der giinstigen Energiekonfiguration
widersetzen.

Gruppe: Do-28 1



Elastizitét Auswertung

PVC Aluminium Messing  Fisen

m/g F/N s/cm s/ecm s /ecm s/ cm
100 0981 1,12 0,2 0,15 0,06
200 1,962 2.3 0,4 0,3 0,1
500 4,905 5.8 1,0 0,74 0.3

1000 9,81 2.0 15 0,7

Tabelle 2: Messwerte: Auslenkung der Stidbe

L L .
L y,= (0,01179+5,56E-5) F . pvC 1
0,035 [ y,,=(0.00204£2,0E-19) F * Aluminium 7
0,050 | Messing ]
> | Vitesing— (0,00153+4,69E-6) F e FEisen |
0,045 _- Yeigen— (0,869%0,29)E-4 F Linearer Fit von PVC __
Linearer Fit von Aluminium
0,040 _- Linearer Fit von Messing __
0.035 Linearer Fit von Eisen ]
€ 0,030 |- i
~ B -
70,025 | i
0,020 —
0,015 —
0,010 —
0,005 —
0,000 L T S T T
0 2 4 6 8 10
F/N
Abbildung 1: Linearer Zusammenhang von Auslenkung und Kraft
P 3-L%2-F- (6L + 4a)
N 4-b-h3-s
OE 3-L?- (6L + 4a)
Ao =| oy | Am = = e AT
OF OF OF ok OF ok
AFE = |=—| AL+ |=—|Ab+ | = |Ah + | == | AL + |—| A —| A
system ‘8[/' +‘8b‘ +‘ah‘ + oL + D0 a—l—'as S
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mit:

OE| 3-L-F-(6L +4a)
OL| 2-b-h3-s
OE| 3-L?-F-(6L'+4a)
ob|  4-b2-B3-s
OE| 9-L?-F- (6L +4a)
E 4-b-ht-s

OL'| — 4-b-h3-s
‘8E 3. L*F

'8E 18- IL2-F

da|  b-h3-s
OE| 3-L*- (6L + 4a)
ds| 4-b-h3-m?

Durch Einsetzen der Werte, sowie Fehlergrofsen in die obige Formel erhalten wir die folgenden
Elastizitdtsmodule der einzelnen Stoffe.

Epve = (1,15E10 + 5,6 E7 + 8, 37TE8) Nm >

Faly = (7,18F10 £ 0 + 8,05E9)Nm 2
Efessing = (9,58E10 + 2,9E7 +1,23E10) Nm >
FEpisen = (2,13E11 £ 9,0E9 + 4,46 E10) Nm 2

Im Vergleich mit den Literaturwerten (Tabelle befindet sich am Ende der 2. Aufgabe) ist zu
erkennen, dass bis auf PVC alle Messwerte gut mit der Literatur iibereinstimmen. Zumindest
liegen diese im Bereich der dort fiir die jeweiligen Stoffe angegeben wird. Bei PVC liegen wir
etwa um den Faktor 10 dariiber. Griinde dafiir sind stoffspezifische Eigenschaften wurde oben
schon genannt. Des Weiteren konnte es sein, dass wir durch zu grofse Auslenkungen in den nicht

lineare Bereich gekommen sind.

2 Elastizitatsmodul E durch Logitudinalwellen

Die Longitudinalwellen wurden durch axiales Anschlagen einer Pendelkugel an einem Staben-
de erzeugt und es wurde die Zeit gemessen, die ein Verdichtungsstofs benétigt um n- mal im
Stab hin und herzulaufen. Die Zeit T, die zwischen dem ersten und dem m-ten (m= 2,4,6,8)
eintreffenden Signal vergeht, wurde durch ein einen Lautsprecher, bzw. einmal mit Hilfe eines

Piezokristall gemessen.

Zunéchst die Werte fiir die Durchlaufzeiten T in ms in Abhéngigkeit vom jeweiligen
Stoff und m:
A(1) bedeutet, dass die Zeit mit dem Lautsprecher gemessen wurden und A(2) wurde mit dem

Piezokristall gemessen.
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Stoff / m 2 4 6 8
Edelstahl 0,63 1,83 3,03 4,24
Messing 0,91 2,62 4,34 6,06
Kupfer 0,82 2,37 3,93 549
PVC 1,04 2,79 6,29 8,88
Alu (1) 0,63 1,79 295 4,13
Alu (2) 0,61 1,79 296 4,15

Tabelle 3: Messwerte zu Aufgabe 2

Die Geschwindigkeit berechnet sich folgendermafien:

v

Nun kann man T {iber m auftragen:

T

_L-2-(m—1)
T

L-2m 2L

0 v

Auswertung

Wir tragen nun im folgenden die gemessenen Zeiten T(m) iiber m aus und bestimmen dann

aus linearer Regression die Steigung a der Geraden.

1 0 T T T T T T
B ® Edelstahl Yedelstahl
o Messing y, .
i ® Kupfer Messing
® PVC Yo e
8 - Alu (1) Kaupfer
L ® Alu(2) Y,
PVC
Linearer Fit Edelstahl
B Linearer Fit Messing yAlu(l)
L Linearer Fit Kupfer
N Linearer Fit PVC yAlu(Z)
Linearer Fit Alu (1)
6 — Linearer Fit Alu (2)
g L
~ L
~ 4 |
0 1 | 1 1 1 1

= (0,602+8,6E-4)m -0,580,005
= (0,85948,7E-4)m -0,810,005
= (0,779+8,7E-4)m -0,74:0,005
= (1,351£0,12)m -2,010,63

= (0,583+0,002)m -0,54+0,009
= (0,589+0,001)m -0,57+0,007

Abbildung 2: Bestimmung der Ausbreitungsgeschwindigkeit

Gruppe: Do-28
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Elastizitét Auswertung

Die Geschwindigkeit berechnet sich dann folgendermaflen aus a :

2-L
V= —
a

Es ergeben sich folgende Geschwindigkeiten:

a/ms L /cm v/ ms™!

Edelstahl 0,602  148,7 4940,199336
Messing 0,859  148,8 3464,493597
Kupfer 0,779  148,6 3815,147625

PVC 1,351 59,8 885,2701702
Alu (1) 0583  148,7 5101,200686
Alu (2) 0589  148,7 5049,235993

Tabelle 4: Geschwindigkeit v

Aus den berechneten Geschwindigkeiten v des jeweiligen Materials kann das E-Modul E be-
rechnet werden:
E=p-0v?

Dazu miissen nun noch die Dichten p aus dem Volumen V und der Masse m der Stibe berechnet

werden.
p =

<I3

L/em d/mm V/m® m/g p/kgm™3

Edelstahl 1487 10 1,17E-04 926 7,93E103
Messing ~ 148,8 10 1,17E-04 984 842E+03
Kupfer  148.6 10 1,17E-04 1032  8,84E+03
PVC 59,8 10 4,70E-05 68,3 1,45E-+03

Alu  148,7 10 1,17E-04 327 2,80E+03

Tabelle 5: Dichteberechnung
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Fiir das E-Modul ergeben sich dann folgende Werte:

Egemessen / kNmm_2 Eliteratur / kNmm_2

Edelstahl 194 210-213
Messing 101 80-127
Kupfer 129 130-137
Eisen - 208,2-223
PVC 1,14 1-3,8

Alu (1) 73 65-72
Alu (2) 71 65-73

Tabelle 6: E-Modul

Im Vergleich mit den Literaturwerten sieht man, dass alle Werte im Bereich bzw. relativ nahe
am Bereich der Literaturwerte liegen. Der Unterschied beim Aluminium zwischen der Messung
mit dem Lautsprecher und der Messung mit dem Piezokristall ist nur sehr gering. Man kann
sagen, dass diese Messmethode sehr gute Ergebnisse liefert.

3 Schubmodul G durch Torsionsschwingungen

Es soll nun das Schubmodul G fiir einen Aluminiumstab und fiir einen Kupferstab aus der
Schwingungsdauer der Drehschwingung berechnet werden. Dazu wird der Stab am oberen En-
de fest eingespannt und am unteren Ende wird eine Drehscheibe befestigt. Nun wird die Dreh-
scheibe um einen kleinen Winkel ausgelenkt und dann die Periodendauer T gemessen. Diese
Messung wir durchgefiihrt, mit keinem, mit zwei und mit vier Zusatzgewichten.

Unser Aluminiumstab hat eine Lange L = (77,5 4+ 0,1)cm und einen Durchmesser d = (0,40 +
0,01)cm.

Der Kupferstab hat eine Lénge L = (76,3 & 0,1)cm und einen Durchmesser d = (0,20 + 0,01)cm.
Ein Zusatzgewicht hat eine Masse m = 837g, einen Radius r = (34,9 + 0,1)mm und der Abstand
vom Schwerpunkt zur Drehachse betragt a = 110mm.

Aluminium: 0 Gewichte: 2 Gewichte: 4 Gewichte:
Anzahl Perioden np  t/s Tp/s ATy/s t/s To/s ATy/s t/s Ty/s ATy/s
10 71 071 005 12,6 126 005 164 164 005
20 144 072 003 253 127 003 326 163 003
30 216 072 002 380 127 002 491 164 0,02

Tabelle 7: Torsionsschwingung bei Aluminium
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Kupfer: 0 Gewichte: 2 Gewichte: 4 Gewichte:
Anzahl Perioden ny  t/s Tp/s ATpy/s t/s Ta/s ATy/s t/s Ty/s ATy/s
5 - - 0,10 19,5 3,90 0,10 249 4,98 0,10
10 21,6 2,16 0,06 39,0 3,90 0,06 49,5 4,95 0,05
15 - - 0,03 57,7 385 0,03 744 4,96 0,03
20 43,5 2,18 0,03 76,6 3,83 0,03 99,1 4,96 0,03
25 - - 0,02 96,1 3,84 0,02 123,8 4,95 0,02
30 65,3 2,18 0,02 1150 3,83 0,02 148,6 4,95 0,02

Tabelle 8: Torsionsschwingung bei Kupfer

Aus der Messung mit zwei und vier Zusatzgewichten also T5 und Ty berechnen wir das Schub-

modul G folgendermafien:
o 8t L 94 — 92

R T2-T2

G

Wir bendétigen noch die Differenz 84 — 05. Die Differenz ist gerade das Tragheitsmoment zweier
Zusatzgewichte also 5. Es berechnet sich folgendermafsen:

1
92:2-(§-m-(7‘/2)2+m-a2):0,0213k‘g-m2

Der Fehler fiir 05 ergibt sich folgendermafien:

Aby =| % :2'(m-(r/2))-Ar:0,02'10_4

Man sieht, dass de Fehler um den Faktor 10000 kleiner ist als der Wert. Aus diesem Grund
vernachlédssigen wir im folgenden den Fehler fiir das Tragheitsmoment.

Wir berechnen nun G fiir jeden Wert von (77 — T%) aus und berechnen von diesen Werten den
Mittelwert. Unser statistischer Fehler ergibt sich dann aus der Standardabweichung:

n

Ax = lz:(gnl — )2

n “
=1
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Es ergeben sich folgende Wert und statistische Fehler:

Aluminium: T /s Ty /s Gap / GPa

1,26 1,64 23,53

127 1,63 24,54

1,27 1,64 24,14

Mittelwert 24,07
Standardabweichung 0,51

Tabelle 9: Schubmodul von Aluminium

Kupfer: To /s Ty /s Ggupfer / GPa

3,90 4,98 4259

3,90 4,95 43,96

3,85 4,96 41,66

3,83 4,95 41,33

3,84 4,95 41,91

3,83 4,95 41,51

Mittelwert 42,16
Standardabweichung 0,98

Tabelle 10: Schubmodul von Kupfer

Nun muss noch der systematische Fehler fiir das Schubmodul von Aluminium bzw. Kupfer

berechnet werden:

oG oG oG

—| AL+ |=—|A — | AT, —
oL +‘8R' R+'8T4 4+‘6T2
=sie g |7 T + 2 2
RNT?-1H) | T R 17 — 13
= 6,88GPa
AGKupfer = 10, 38GPa

AG A, =

' oG AT,

Damit ergeben sich folgende Werte fiir das Schubmodul G:
Gan = (24,07 £ 0,51 +6,88)GPa
GKupfer = (42,16 £ 0,98 £ 10, 38)G Pa

Im Vergleich dazu ist der Literaturwert zum Schubmodul G 4p, . = (25,8 — 26)GPa und
Grupfertit = (39 — 48)G Pa. Wir liegen mit unseren Fehlern gut in diesem Bereich. Die grofen
Fehler ergeben sich wahrscheinlich aus dem Faktor R*.
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Zum Schluss soll noch das unbekannte Tragheitsmoment 6y der Anordnung ohne Zusatzgewich-

te bestimmt werden.

Es gilt:
87TL9Z
C="Rr 12
- @_904—92_90—#94
T T
T2
00 =024 75—
T34 — 15

Das heifst wir kdnnen nun 6y jeweils aus den Messungen von Aluminium und Kupfer und jeweils
aus den Messungen von Ty; 15 sowie Ty; Ty berechnen. Es ist zu beachten, dass 64 = 2 - 0.

Es ergeben sich dann insgesamt 12 Werte fiir 0y, woraus wir den Mittelwert bilden. Unser
statistischer Fehler ergibt sich wieder aus der Standardabweichung.

Aluminium: Ty /s Ty /s 6O aus Oy / kgm? Ty /s 0y aus 0y / kgm?

0,71 1,26 0,010 1,64 0,010

0,72 1,27 0,010 1,63 0,010

0,72 1,27 0,010 1,64 0,010

Mittelwert 0,010 0,010
Standardabweichung 0,00 0,00
Systematischer Fehler 0,0034 0,0054

Tabelle 11: Tragheitsmoment 8y aus Messung mit Aluminium

Kupfer: Ty /s To /s Ogausfy / kgm® Ty /s 6 ausfy ) kgm?

2,16 3,90 0,0094 4,95 0,010

2,18 3,83 0,010 4,96 0,010

2,18 3,83 0,010 4,95 0,010

Mittelwert 0,010 0,010
Standardabweichung 0,00 0,00
Systematischer Fehler 0,0032 0,0045

Tabelle 12: Tragheitsmoment 6y aus Messung mit Kupfer
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Nun muss noch der systematische Fehler fiir 63 berechnet werden:

960 960 2 2. Tp 200 T,
Ay = |—| - AT; — |- AT, =0y | — + —5——= | AT, ——— | AT;
’ '6% °+'aﬂ ’ <T0+TE—T3 v\
mit ATy = AT; = 0,03s und i = 2 oder 4
2 2'(T0-|—Ti)
Abg=0y | — + ——5—= | AT
OUHEES =

Daraus ergibt sich:
o = (0,010 £ 0,00 % 0, 0041)kgm?

Wahrscheinlich ist der systematische Fehler so grofs, da der Fehler fiir die Zeit relativ groft
gewahlt wurde.

4 Quelle

Literaturwerte der E- und G-Module von:
http://wiki.epfl.ch/fournisseurs/documents/werkstoffgruppen.xls (Stand: 19.01.2012, 22:03Uhr)
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