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Einführung
In den folgenden Versuchen soll mit verschiedenen Pendelarten und Kombinationen mehrerer Pendel

experimentiert werden. Dabei wird zum einen das mathematische und zum anderen das physikalische

Pendel verwendet. Der Unterschied zwischen diesen beiden Pendelarten liegt darin, dass beim mathe-

matischen Pendel angenommen wird, dass die gesamte Masse als Punktmasse im Schwerpunkt konzen-

triert ist. Beim physikalischen Pendel wird hingegen die Masseverteilung berücksichtigt. Durch dieses

zusätzlich zu betrachtende Trägheitsmoment des gesamten Pendels, stimmen die Berechnungen eher mit

dem Experiment überein als beim mathematischen Pendel.

Aufgabe 1: Reversionspendel
Aufgabe 1.1 - reduzierte Pendell̈angelr

Wir bestimmen zunächst die reduzierte Pendellängelr eines zylindrischen

Stabes der LängeL, der an einem Ende drehbar aufgehängt ist. Ein solches

physikalisches Pendel ist rechts schematisch dargestellt. Da der Zylinder

starr ist und eine Masseverteilung besitzt, handelt es sichhierbei um ein

physikalisches Pendel, wodurch das TrägheitsmomentΘA beim Aufhängen

im PunktA berücksichtigt werden muss.

Nach dem Satz von Steiner gilt:

ΘA =
1

3
mL2

Wird das Pendel nun um den Winkelϕ aus der Ruhelage ausgelenkt, so entsteht durch die Schwerkraft

eine rücktreibende KraftFr = −mg sinϕ, die am SchwerpunktS angreift und immer senkrecht auf

dem Zylinder steht. Durch diese Kraft entsteht ein DrehmomentMr mit dem Hebels (Abstand zwischen

Schwerpunkt und Aufhängepunkt):

Mr = −sFr = −mgs sinϕ ≈ −mgsϕ

Hierbei wurde die Kleinwinkelnäherung verwendet.

Zwischen Drehmoment und Beschleunigung gilt folgende Beziehung:

Mp = ΘAϕ̈

Durch Gleichsetzen dieser beiden Drehmomente erhält man die Bewegungsgleichung des Pendels:

Mp = Mr

⇔ ΘAϕ̈ = −mgsϕ

⇔ ϕ̈+
mgs

ΘA
ϕ = 0

Als Lösung dieser DGl wird folgender Ansatz verwendet:

ϕ = ϕ0e
iωt

ϕ̈ = −ϕ0ω
2eiωt
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Damit erhält man

−ω2 +
mgs

ΘA

= 0 ⇔ ω =

√

mgs

ΘA

Mit ω = 2πf = 2π
T

erhält man die Periodendauer T

T = 2π

√

ΘA

mgs
= 2π

√

1

3
mL2

mgL
2

= 2π

√

2

3

L

g

Durch den Vergleich dieser Periodendauer mit der eines mathematischen PendelsTm, lässt sich eine

Gleichung für die reduzierte Pendellängelr finden, welche gerade die Länge darstellt, bei der die Peri-

odendauer des mathematischen Pendels mit der des physikalischen Pendels der LängeL übereinstimmt.

Tm = 2π

√

lr

g

lr =
2

3
L

Nun soll nachgewiesen werden, dass die Schwingungsdauer invariant unter Massenänderungen im Ab-

standlr vom Aufhängepunkt ist. Dazu wird eine zweite Massem2 mit TrägheitsmomentΘ2 = m2l
2
r =

m2

(

2

3
L
)2

eingeführt. Der Schwerpunkt liegt dabei beis2 = 2

3
L. Die neue PeriodendauerTneu ergibt

sich damit zu:

Tneu = 2π

√

ΘA +Θ2

mgs+m2gs2
= 2π

√

√

√

√

1

3
mL2 +m2

(

2

3
L
)2

mgL
2
+m2g

2

3
L

= 2π

√

(

m
2
+ 2

3
m2

)

2

3
L2

(

m
2
+ 2

3
m2

)

gL

= 2π

√

2

3

L

g
= T

Damit ist gezeigt, dass eine zusätzliche Masse an dieser Stelle die Schwingungsdauer nicht verändert. Es

kann lediglich durch die Klauen am Stab zu leichten Abweichungen des Messwertes kommen.

Aufgabe 1.2 - Erdbeschleunigungg

In diesem Versuch soll mit Hilfe eines Reversionspendels die Erdbe-

schleunigungg bestimmt werden. Ein Reversionspendel ist ein physi-

kalisches Pendel, welches zwei zueinander parallele Drehachsen be-

sitzt. Wir suchen nun experimentell den Abstandh zwischen den bei-

den Drehachsen, bei welchem die Schwingungsdauer beider Achsen

gleich ist. Dieser Abstand entspricht der reduzierten Pendellängelr
des Reversionspendels. Durch umstellen vonTm erhält man eine Glei-

chung fürg:

g =
4π2

T 2
lr

Beim Bestimmen vonlr muss darauf geachtet werden, dass das Pendel nur um kleine Winkel ausgelenkt

wird, da ansonsten die Kleinwinkelnäherung nicht mehr gilt. Außerdem würden größere Auslenkungen
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höhere Geschwindigkeiten verursachen die wiederum für eine verstärkte Luftreibung sorgen und somit

die Messung weiter verfälschen.

Aufgabe 2: Fadenpendel
In den folgenden Versuchen experimentieren wir mit einem Fadenpendel, welches hier als mathemati-

sches Pendel angesehen werden kann.

Aufgabe 2.1 - Erdbeschleunigungg
Nun soll die Erdbeschleunigungg mittels eines Fadenpendels bestimmt werden. Dabei kann dieMas-

se des Drahtes der Längel gegenüber der Massem der Kugel mit RadiusR am Ende des Pendels

vernachlässigt werden. Allerdings muss weiterhin das Tr¨agheitsmomentΘK der Kugel berücksichtigt

werden, da die Masse nicht auf einen einzelnen Massepunkt reduziert ist.

Für das Trägheitsmoment der Kugel gilt nach dem Satz von Steiner:

ΘK =
2

5
mR2 +m (R+ l)2

Außerdem gilt für den Abstands des Schwerpunktes zur Pendelachse:

s = R+ l

Woraus sich die PeriodendauerT für das Pendel ergibt:

T = 2π

√

ΘK

mgs
= 2π

√

2

5
mR2 +m (R+ l)2

mg (R+ l)
= 2π

√

2

5
R2 + (R+ l)2

g (R+ l)

Umstellen nachg liefert die gesuchte Erdbeschleunigung:

g =
4π2

T 2

2

5
R2 + (R+ l)2

R+ l

Aufgabe 2.2 - Zusammenhang zwischen Amplitude und Periodendauer
Da bei diesem Versuch auch große Auslenkungen des Pendels betrachtet werden sollen, dürfen wir die

Kleinwinkelnäherung nicht mehr verwendet. Damit ergibt sich die Schwingungs-DGl ohne Näherung zu

ϕ̈+
mgs

Θ
sinϕ = 0

Da sich diese DGl nicht einfach lösen lässt, muss auf die Reihendarstellung zurückgegriffen werden:

T = 2π

√

2

5
R2 + (R+ l)2

g (R+ l)

(

1 +
1

4
sin2

ϕ0

2
+

9

64
sin4

ϕ0

2
+ ...

)

Diese wurde aus “Eichler, Krohnfeld, Sahm: Das neue physikalische Grundpraktikum“ entnommen, auf

eine Herleitung wird verzichtet.

Mit dieser Formel können nun die theoretischen Periodendauern berechnet und mit den gemessenen ver-

glichen werden. Wir erwarten trotz dieser relativ genauen Formel bei großen Amplituden Abweichungen,

da hier weiterhin die Luftreibung vernachlässigt wurde, die gerade bei großen Geschwindigkeiten zum

tragen kommt.
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Aufgabe 3: Kopplung zweier Pendel
Nun betrachten wir zwei miteinander gekoppelte Pendel die zur Schwingung angeregt werden. Dabei ist

nun zu berücksichtigen, dass sich die Pendel gegenseitig beeinflussen. Die dabei entstehenden Effekte

sollen im Folgenden untersucht werden.

Aufgabe 3.1 - Vorbereitung
Bei zwei gleichartigen Pendeln sollen durch Verschieben einer der Pendelscheiben gleiche Perioden-

dauernT0 erzeugt werden. Dies kann erreicht werden, indemLZ variiert wird, welches den Abstand

zwischen Aufhängepunkt des Pendels und Zentrum der Pendelscheibe darstellt.

Aufgabe 3.2 - Fundamentalschwingungen
Die beiden Pendel werden nun mit einer Schraubenfeder mit der FederkonstanteD im Abstandl von

den Drehpunkten gekoppelt. Es sollen die PeriodendauernTgl undTgeg der beiden Fundamentalschwin-

gungen bestimmt werden. Dazu müssen Schwingungen in Phasesowie gegenphasige Schwingungen bei

zwei verschiedenen Koppellängenl betrachtet werden.

Zusätzlich zur Schwerkraft wirkt nun noch die Federkraft auf jedes Pendel, die wiederum von der aktuel-

len Auslenkung beider Pendel abhängig ist. Daher erhaltenwir zwei gekoppelte Differentialgleichungen:

ϕ̈1 + ω2
0ϕ1 = −Ω2 (ϕ1 − ϕ2)

ϕ̈2 + ω2
0ϕ2 = −Ω2 (ϕ2 − ϕ1)

hier sei

ω2
0 =

mgLS

Θ
; Ω2 =

Dl2

Θ
LS bezeichnet den Abstand zwischen Schwerpunkt und Drehachseund berechnet sich aus den Schwer-

punkten der einzelnen Komponenten:

LS =
mScheibe · LZ +mKoppel · l +mStab ·

L
2

mges

wobeimges = mScheibe +mStab +mKoppel gilt.

Durch Anwenden des bereits oben verwendeten Lösungsansatz erhält man zwei Gleichungen, die die

DGl lösen. Diese sollen nun genauer betrachtet werden.

i) 1. Fundamentalschwingung: gleichphasig

Eine gleichphasige Schwingung erhält man, wenn beide Pendel um dieselbe Amplitude in gleicher Rich-

tung ausgelenkt werden. Bei dieser Schwingung spielt die Feder keine Rolle, da sie durchgehend ent-

spannt bleibt. Daher ist sie unabhängig von der Kopplung.

Die Kreisfrequenz der resultierenden Schwingung lautet:

ωgl = ω0
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ii) 2. Fundamentalschwingung: gegenphasig

Durch Auslenkung beider Pendel um dieselbe Amplitude, jedoch in entgegengesetzte Richtung, erhält

man eine gegenphasige Schwingung. Diese Schwingung ist abhängig von der Kopplung, da die Feder

entweder gedehnt oder gestaucht wird. Hier ergibt sich die Kreisfrequenz zu:

ωgeg =
√

ω2
0
+ 2Ω2

Bei anderen Schwingungsformen entsteht eine Superposition aus diesen beiden Fundamentalschwin-

gungen. Diese sollen hier allerdings nicht weiter betrachtet werden. Lediglich die Schwebung wird für

Aufgabe 3.3 benötigt und soll dort erläutert werden.

Es werden bei jeder Kopplung Messungen mit zwei verschiedenen Koppellängenl durchgeführt und

mit einer Messung ohne Kopplung (T0) verglichen. Dabei erwarten wir, dassT0 gleichT ′

gl undT ′′

gl ist,

da diese Fundamentalschwingung unabhängig von der Feder ist.

Um nun das TrägheitsmomentΘ und die FederkonstanteD zu bestimmen, bestimmen wir zunächstΩ

durch Umstellen vonωgeg:

Ω =

√

ω2
geg − ω2

0

2

ω2
0

erhalten wir aus der Messung bei der 1. Fundamentalschwingung, da hier giltω2
0
= ω2

gl.

Durch Umstellen der oben angesprochenen Formeln erhält man nun:

Θ =
mgLS

ω0

D =
ΘΩ2

l2

Die Federkonstante soll nun noch über zwei weitere Methoden bestimmt werden.

i) statische Methode

Es werden verschiedene Gewichte der Massenm an die Feder gehängt und die Auslenkungx gemessen.

Durch das Hook’sche Gesetz lässt sichD dann einfach bestimmen:

D =
F

x
=

mg

x

Dabei ist darauf zu achten, dass die Feder nicht durch zu große Gewichte ihre Streckgrenze erreicht, da

sonst die Messung verfälscht wird.

ii) dynamische Methode

Die dynamische Methode zur Bestimmung vonD stellt ein Federpendel dar. Es werden verschiedene
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Massenm an die Feder gehängt und ausgelenkt. Für das schwingende System gilt:

T = 2π

√

m

D

⇒ D = 4π2 m

T 2

Es soll noch das theoretische TrägheitsmomentΘges des Systems berechnet werden, um es mit dem

eben bestimmten zu vergleichen. Das Trägheitsmoment setzt sich aus den drei Trägheitsmomenten der

einzelnen Komponenten zusammen.

Das TrägheitsmomentΘScheibe der Scheibe mit dem Radiusr lautet

ΘScheibe =
1

2
mScheibe r

2 +mScheibe (r + LZ)
2

wobeiLZ den Abstand zwischen Zentrum und Drehachse angibt.

Für Trägheitsmoment der als punktförmig betrachteten Aufhängung der Feder im Abstandl von der

Drehachse gilt:

ΘKoppel = mKoppel l
2

Für das TrägheitsmomentΘStab eines Stabes mit der LängeL∗ und dem Abstandx zwischen seinem

Schwerpunkt und Pendelachse ergibt sich:

ΘStab =
1

12
mStab (L

∗)2 +mStab x
2

Θges erhält man nun über Summierung dieser drei Trägheitsmomente:

Θges = ΘScheibe +ΘKoppel +ΘStab

Aufgabe 3.3 - Schwebung
Eine Schwebung kann erzeugt werden, in dem man ein Pendel in der Ruhelage festhält und das andere

gleichzeitig voll auslenkt. Nun lässt man beide Pendel losund das System beginnt zu schwingen. Diese

Schwingung der beiden Pendel ist im folgenden Graph dargestellt:

Die Bewegungsgleichungen eines zur Schwebung angeregten System lauten:

ϕ1(t) = ϕ0 cos

(

√

ω2
0
+ 2Ω2 − ω0

2
t

)

cos

(

√

ω2
0
+ 2Ω2 + ω0

2
t

)

ϕ2(t) = ϕ0 sin

(

√

ω2
0
+ 2Ω2 − ω0

2
t

)

sin

(

√

ω2
0
+ 2Ω2 + ω0

2
t

)

Daraus ergeben sich zwei Frequenzen. Zum einen die Schwebungsfrequenzωmod:

ωmod =

√

ω2
0
+ 2Ω2 − ω0

2
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und zum anderen die Schwingungsfrequenzωosz der einzelnen Pendel:

ωosz =

√

ω2
0
+ 2Ω2 + ω0

2

Daraus lassen sich die gesuchten Schwingungsdauern berechnen:

Tmod =
2π

ωmod

=
2 Tgl Tgeg

Tgl − Tgeg

Tosz =
2π

ωosz

=
2 Tgl Tgeg

Tgl + Tgeg

Tmod undTosz sollen experimentell bestimmt und mit den theoretischen Werten verglichen werden.

Quellenangabe
Demtröder, W.: Experimentalphysik 1

Eichler, Krohnfeld, Sahm: Das neue physikalische Grundpraktikum

Skizzen des physikalischen Pendels und des Reversionspendels:

Eichler, Krohnfeld, Sahm: Das neue physikalische Grundpraktikum

Skizzen der Fundamentalschwingungen und Schwebung:

https://de.wikipedia.org/wiki/GekoppeltePendel, abgerufen am 20.11.2011
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Theoretische Grundlagen
Mathematisches und physikalisches Pendel

Man bezeichnet als mathematisches Pendel häufig eine vereinfachte Version eines phy-

sikalischen bzw. realen Pendels. Die vereinfachende Annahme besteht darin, dass die

gesamte Masse des Pendels in dessen Schwerpunkt konzentriert sei. Als Beispiel eines

mathematischen Pendels sei das Fadenpendel genannt, dessen Faden als Aufhängung

masselos betrachtet werden soll.

Das physikalische Pendel berücksichtigt hingegen die Masseverteilung des Pen-

delkörpers, wodurch dieser ein gewisses Trägheitsmoment erhält. Dadurch werden die

Bewegungsgleichungen des Pendels leicht verändert. Die Idealisierung des mathema-

tischen Pendels trifft bei vielen realen Pendelkörpern nicht oder nur eingeschränkt zu.

Aufgabe 1: Reversionspendel
Wir werden in dieser Versuchsreihe ein physikalisches Pendel betrachten. Damit wird es uns möglich

sein, die Fallbeschleunigungg zu bestimmen.

Aufgabe 1.1: Vorbereitung

Zunächst wird vorbereitend für den Versuch die reduzierte Pendellängelr ei-

nes zylindrischen, an einem Ende drehbar aufgehängten Stabs bestimmt. Die-

ses System kann als physikalisches Pendel betrachtet werden. Ein solches ist

schematisch in nebenstehender Skizze aufgezeigt.

Als starrer Körper besitzt das am AufhängepunktA befestigte Pendel ein

TrägheitsmomentΘA, welches sowohl Geometrie als auch Aufhängepunkt

des Körpers berücksichtigt. Wir betrachten als Pendel einen dünnen Zylinder,

welcher nach dem Satz von Steiner das Trägheitsmoment

ΘA =
1

3
mL2

besitzt, sofern er an einem Ende drehbar aufgehängt ist.

Lenkt man den Zylinder, dessen SchwerpunktS sich im Abstands vom AufhängepunktA befinden soll,

um den Winkelϕ aus der Ruhelage aus, so greift am Schwerpunkt bedingt durchdie Schwerkraft eine

rücktreibende KraftFr = −mg sinϕ an, welche tangential zum vom Pendel beschriebenen Bogen steht.

Dadurch wird ein Drehmoment mit dem Hebelarms erzeugt, welches als rücktreibendes Drehmoment

Mr mit

Mr = −sFr = −mgs · sinϕ ≈ −mgsϕ

bezeichnet wird. Dabei wurde die Kleinwinkelnäherung desSinus genutzt.

Analog zur Newtonschen Bewegungsgleichung der Translation findet man für Rotationen, dass auf rota-

tionsbeschleunigte Körper des TrägheitsmomentsΘA ein DrehmomentM wirken muss mit

M = ΘAϕ̈
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Das Pendel nimmt dieses Drehmoment zur Beschleunigung des Körpers aus dem rücktreibenden Mo-

ment, daher gilt:

M = Mr

⇔ ΘA · ϕ̈ = −mgsϕ

⇔ ϕ̈+
mgs

ΘA

ϕ = 0

Dies ist die Differentialgleichung des physikalischen Pendels. Als Lösungsansatz bieten sich Terme der

Formϕ = ϕ0e
iωt mit ϕ̈ = −ϕ0ω

2eiωt an. Setzt man diese in die DGL ein, so erhält man:

−ω2 +
mgs

ΘA
= 0

worausω =
√

mgs
ΘA

folgt. Somit lässt sich die Differential- oder auch Schwingungsgleichung des physi-

kalischen Pendels schreiben als:

ϕ̈+ ω2ϕ = 0

Da die Kreisfrequenzω nun bekannt ist, lässt sich daraus leicht die Periodendauer T ermitteln:

T =
2π

ω
= 2π

√

ΘA

mgs

Diese soll nun mit der SchwingungsdauerTm eines mathematischen Pendels verglichen werden:

Tm = 2π

√

lr

g

Dabei führen wir die reduzierte Pendellängelr ein, also die Pendellänge, für die ein mathematisches

Pendel dieselbe Periodendauer besitzt wie ein physikalisches mit PendelkörperlängeL.

Der Schwerpunkt des Zylinders liegt beis = L
2

. Setzt man dies zusammen mit dem Trägheitsmoment

des Körpers in die Periodendauer des physikalischen Pendels ein, so erhält man

T = 2π

√

ΘA

mgs
= 2π

√

1

3
mL2

mgL
2

= 2π

√

2

3

L

g

Ein Vergleich dieser Periodendauer mitTm lässt sofort erkennen, dass für die reduzierte Pendellänge

gelten muss:

lr =
2

3
L

Es soll nun noch gezeigt werden, dass Massenänderungen im Abstandlr von der Drehachse keine Aus-

wirkung auf die Schwingungsdauer haben. Dazu bringen wir andieser Stelle eine Massem2 an, die das

TrägheitsmomentΘ2 = m2l
2
r = m2

(

2

3
L
)2

besitzt und deren Schwerpunkt beis2 = 2

3
L liege. Dann

ergibt sich die PeriodendauerTvar zu:

Tvar = 2π

√

ΘA +Θ2

mgs+m2gs2
= 2π

√

√

√

√

1

3
mL2 +m2

(

2

3
L
)2

mgL
2
+m2g

2

3
L

= 2π

√

(

m
2
+ 2

3
m2

)

2

3
L2

(

m
2
+ 2

3
m2

)

gL
= 2π

√

2

3

L

g

= T
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Es wurde also rechnerisch gezeigt, dass eine zusätzliche Masse beilr keine Veränderung der Schwin-

gungsdauer hervorruft. Experimentell wird erwartet, dassdie Schwingungsdauer dann im Rahmen der

Messgenauigkeit ebenfalls konstant bleibt, wenn wir eine zusätzliche Masse beilr anbringen.

Aufgabe 1.2: Bestimmung der Erdbeschleunigung
Wir betrachten nun ein Reversionspendel, also ein physikalisches Pendel, welches zwei unterschiedli-

che, zueinander parallele Drehachsen besitzt. Je nachdem,um welche Achse das Pendel schwingt, erge-

ben sich im Allgemeinen unterschiedliche Drehmomente, Schwerpunktabstände und demzufolge auch

Schwingungsdauern.

Wir werden im Versuch das Reversionspendel abgleichen, dasheißt wir suchen denjenigen Abstandh

der beiden Pendelachsen, für den die Schwingungsdauern umbeide Achsen genau gleich werden. Diesen

Abstand nennt man dann die reduzierte Pendellängelr des abgeglichenen Reversionspendels.

Umstellen der oben genannten Gleichung für die Schwingungsdauer des mathematischen Pendels ergibt

die Fallbeschleunigungg:

g =
4π2

T 2
lr

Es ist von uns also die reduzierte Pendellänge des Reversionspendels zu bestimmen, wenn es um beide

Achsen mit der SchwingungsdauerT schwingt. Dabei muss darauf geachtet werden, dass man sich auf

kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage beschränkt, denn sonst gilt die Kleinwinkelnäherung

nicht mehr und weitere Fehlerquellen wie stärkere Luftreibung verfälschen zusätzlich die Messergebnis-

se.

Aufgabe 2: Fadenpendel
In dieser Versuchsreihe betrachten wir nun ein Fadenpendel, welches in einer idealisierten Form als

mathematisches Pendel betrachtet werden kann.

Aufgabe 2.1: Bestimmung der Erdbeschleunigung
Es wird von uns erneut die Erdbeschleunigung bestimmt, dieses Mal allerdings mit einem Fadenpendel

anstatt mit einem Reversionspendel. Wir betrachten das Fadenpendel idealisiert als mathematisches Pen-

del insofern, als dass wir auf die Berechnung einer reduzierten Pendellänge verzichten können, da der

Draht des Pendels mit Längel als masselos angenommmen wird. Das Trägheitsmoment der Kugel, die

hier nicht als punktförmige Masse angenähert werden soll, ist allerdings nicht vernachlässigbar.

Eine homogene Vollkugel mit RadiusR und Massem, deren Rotationsachse im Mittelpunkt liege, be-

sitzt das TrägheitsmomentΘ = 2

5
mR2. Die Rotationsachse des Pendels istR + l vom Mittelpunkt der

Kugel entfernt, sodass sich mit dem Satz von Steiner als TrägheitsmomentΘK der Kugel ergibt:

ΘK =
2

5
mR2 +m (R+ l)2

Wie oben erwähnt wird die Masse des Drahts vernachlässigt, sodass sich der Abstands des Schwerpunkts

von der Pendelachse ergibt zu:

s = R+ l
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Nun kann die Periodendauer des Pendels bestimmt werden:

T = 2π

√

ΘK

mgs
= 2π

√

2

5
mR2 +m (R+ l)2

mg (R+ l)
= 2π

√

2

5
R2 + (R+ l)2

g (R+ l)

Zur Bestimmung der Fallbeschleunigung kann man obige Formel nachg auflösen:

g =
4π2

T 2

2

5
R2 + (R+ l)2

R+ l

Wir messen also bei bekanntem Kugelradius und bei bekannterDrahtlänge die Periodendauer der Schwin-

gung und erhalten so die Erdbeschleunigung.

Aufgabe 2.2: Abhängigkeit von Periodendauer und Amplitude
Es soll ein weiterer Versuch am Fadenpendel durchgeführt werden. Dabei bestimmen wir die Abhängigkeit

der Schwingungsdauer von der Schwingungsweite. Es ist bekannt, dass bei größeren Auslenkungen die

Näherungsinϕ ≈ ϕ ihre Gültigkeit verliert. Deshalb muss man nun die ursprüngliche Differentialglei-

chung

ϕ̈+
mgs

Θ
sinϕ = 0

betrachten. Die Lösung dieser elliptischen Differentialgleichung ist nicht elementar berechenbar, aller-

dings lässt sie sich in einer Reihendarstellung angeben. Dadurch erhält man die Periodendauer ebenfalls

in einer Reihendarstellung der Form

T = 2π

√

Θ

mgs

(

1 +

(

1

2

)2

sin2
ϕ0

2
+

(

1 · 3

2 · 4

)2

sin4
ϕ0

2
+ ...

)

Setzt man das Trägheitsmoment und den Schwerpunkt ein, so erhält man schließlich

T = 2π

√

2

5
R2 + (R+ l)2

g (R+ l)

(

1 +
1

4
sin2

ϕ0

2
+

9

64
sin4

ϕ0

2
+ ...

)

Mit obiger Formel können wir die theoretischen Periodendauern des Fadenpendels in Abhängigkeit der

Anfangsauslenkungenϕ0 bestimmen. Gleichzeitig werden wir bei diesen Amplituden die Periodendauer

experimentell bestimmen und anschließend vergleichen.

Aufgabe 3: Kopplung zweier Pendel
Im Folgenden betrachten wir ein System zweier Pendel, die durch eine Feder miteinander verbunden

sind. Zwei auf diese Art gekoppelte Pendel sind nicht nur jeweils von der eigenen, sondern auch von der

Amplitude des anderen Pendels abhängig.

Aufgabe 3.1: Vorbereitung
Vorbereitend auf den nächsten Versuch werden wir zunächst bei zwei gleichartigen Pendeln die gleichen

SchwingungsdauernT0 einstellen. Dazu können wir den AbstandLZ zwischen dem Drehpunkt des Pen-

dels und dem Zentrum der Pendelscheibe für eines der beidenPendel festlegen und diesen Abstand beim
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zweiten Pendel so variieren, dass beiden Pendel synchron schwingen. Es ist dabei zu beachten, dassLZ

nicht mit dem Schwerpunktabstands zu verwechseln ist.

Im Folgenden soll eine Formel dieses Schwerpunktabstands bestimmt werden, da sie in der Auswertung

benötigt wird. Gegeben sind die Massen der Pendelscheibemscheibe, des Stabsmstab und der Kop-

pelfederbefestigungmkoppel mit der Gesamtlänge des StabsL und den jeweiligen Abständen von der

DrehachseLZ und l. Die Gesamtmasse sei gegeben durchmges = mscheibe +mstab +mkoppel.

Der Schwerpunkt des gesamten Pendels liegt dann im AbstandLS von der Drehachse:

LS =
mscheibe · LZ +mkoppel · l +mstab ·

L
2

mges

Aufgabe 3.2: Fundamentalschwingungen
Die synchronisierten Pendel werden nun mittels einer Schraubenfeder mit der FederkonstantenD ge-

koppelt. Die Feder wird dabei bei gleichen Abständenl von den Drehpunkten beider Pendel befestigt.

Das auf jedes Pendel wirkende Moment setzt sich aus dem durchdie Schwerkraft erzeugten Drehmo-

ment sowie dem rückstellenden Moment der Feder zusammen, wobei letzteres von der Amplitude beider

Pendel abhängt. Es ergeben sich die Momente:

M1 = −mgLS · ϕ1 +Dl2 (ϕ2 − ϕ1)

M2 = −mgLS · ϕ1 −Dl2 (ϕ2 − ϕ1)

Dabei seiLS der Abstand zwischen Drehpunkt und Schwerpunkt eines jedenPendels. Aus den Newton-

schen Gleichungen, angewandt auf Torsionsbewegungen, folgen daraus mit den TrägheitsmomentenΘ

der Pendel (die, da sie gleichartig sind, ebenfalls gleich sind) die gekoppelten Differentialgleichungen

ϕ̈1 + ω2
0ϕ1 = −Ω2 (ϕ1 − ϕ2)

ϕ̈2 + ω2
0ϕ2 = −Ω2 (ϕ2 − ϕ1)

mit den Abkürzungen

ω2
0 =

mgLS

Θ
, Ω2 =

Dl2

Θ

Mit dem bekannten Lösungsansatz erhält man für die resultierende Kreisfrequenzω der Schwingung

zwei verschiedene Fundamentallösungen, die im Folgendenbetrachtet werden sollen.

(a) Fundamentalschwingung 1: Gleichsinnige Schwingung

Diese Schwingungsform entsteht, wenn man beide Pendel zu Beginn

um die gleiche Amplitude und Richtung auslenkt. Dabei bleibt die Fe-

der stets entspannt, diese Fundamentalschwingung ist alsokopplungs-

unabhängig. Als Kreisfrequenz der resultierenden Schwingung ergibt

sich:

ωa = ω0
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(b) Fundamentalschwingung 2: Gegensinnige Schwingung

Lenkt man beide Pendel um die gleiche Amplitude, aber in unterschied-

liche Richtungen aus, so entstehen gegensinnige Schwingungen. Diese

Art der Schwingung ist kopplungsabhängig, denn die Feder wird stets

gedehnt oder gestaucht. Für die Kreisfrequenz gilt hier:

ωb =
√

ω2
0
+ 2Ω2

(c) Superposition: Schwebung

Alle anderen möglichen Schwingungsformen des gekoppelten Pendels stellen eine Superposition

der obigen Fundamentalschwingungen dar. Lenkt man beispielsweise ein Pendel zu Beginn aus

und hält das andere dabei in der Gleichgewichtslage fest, so ergibt sich das typische Bild einer

Schwebung, wie es in unten stehender Skizze dargestellt ist.

Wir werden experimentell in dieser Teilaufgabe Fall (a) und(b) betrachten. Dabei messen wir jeweils die

Schwingungsdauern dieser beiden Fundamentalschwingungen bei zwei verschiedenen Koppellängenl,

wobei darauf geachtet werden muss, dass die Kopplung nicht zu fest wirken soll:∆T 2 ≪ T 2.

Es ist dabei zu erwarten, dass die SchwingungsdauerT0 eines einzelnen Pendels gleich der beiden

SchwingungsdauernT ′

gl und T ′′

gl bei unterschiedlicher Koppellänge sein müsste, denn dieerste Fun-

damentalschwingung ist kopplungsunabhängig, demzufolge müssten die Periodendauern dieser Schwin-

gung konstant bleiben.

Sind die Schwingungsdauern gemessen, so kann man mittels der RelationT = 2π
ωa,b

nach der Kreisfre-

quenzωa,b umstellen und diese für jede Kopplung und jede Mode berechnen. Nach obiger̈Uberlegung

lässt sich mit der Kreisfrequenz für die gegensinnige Schwingung daraus zunächstΩ berechnen:

Ω =

√

ω2
geg − ω2

0

2

wobeiω2
0

mit ω2
0
= ω2

gl gemessen wird.

Es lässt sich durch Umstellen von obiger Formel das TrägheitsmomentΘ bestimmen:

Θ =
mgLS

ω2
0

Anschließend ergibt sich die Federkonstante durch die ebenfalls schon angesprochene Formel:

D =
ΘΩ2

l2
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Weitere Bestimmungen vonD

Die Federkonstante soll anschließend über zwei weitere Experimente bestimmt werden.

(a) Statische Methode

An die Feder werden verschiedene Gewichte der Massenm gehängt und die Auslenkungx der

Feder bestimmt. Dabei ist zu beachten, dass man die elastische Streckgrenze der Feder nicht

überschreitet, da sonst plastische Verformungen zurückbleiben. Nach dem Hookeschen Gesetz

gilt:

D =
F

x
=

mg

x

So können wirD direkt bestimmen.

(b) Dynamische Methode

Es werden wieder Gewichte mit Massenm an die Feder gehängt, die dann jedoch zusätzlich aus

ihrer Ruhelage ausgelenkt wird. Man erhält ein schwingendes System, das Federpendel. Für die

PeriodendauerT eines solchen Federpendels gilt

T = 2π

√

m

D

woraus nach Umstellen sofort folgt:

D = 4π2 m

T 2

Theoretisches Tr̈agheitsmoment

Es soll abschließend das Trägheitsmoment der Anordnung theoretisch berechnet und mit dem experi-

mentell bestimmten verglichen werden. Da das Trägheitsmoment vom genauen Versuchsaufbau abhängt,

sollen hier nur die Grundzüge der Berechnung angesprochenwerden. Die genaue Berechnung erfolgt in

der Auswertung.

Das TrägheitsmomentΘges des gesamten Pendels setzt sich aus mehreren Trägheitsmomenten zusam-

men, die alle addiert werden müssen. Die einzelnen Trägheitsmomente lassen sich mithilfe des Satzes

von Steiner berechnen.

Für das TrägheitsmomentΘscheibe der Scheibe mit Radiusr, deren Zentrum sich im AbstandLZ von

der Drehachse befindet, gilt:

Θscheibe =
1

2
mscheibe · r

2 +mscheibe (r + LZ)
2

Die Aufhängung der Feder im Abstandl von der Achse wird als punktförmig betrachtet und besitzt das

Trägheitsmoment

Θkoppel = mkoppel · l
2

Ein Stab der LängeL∗, dessen Schwerpunkt sich im Abstandx von der Pendelachse befinde, besitzt das

Trägheitsmoment

Θstab =
1

12
mstab · (L

∗)2 +mstab · x
2
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Aufgabe 3.3: Schwebungen
Abschließend sollen noch Experimente am gekoppelten Pendel durchgeführt werden, wenn es zu Schwe-

bungen angeregt wird. Diese Superposition der beiden Fundamentalschwingungen wurde bereits zuvor

theoretisch angerissen, es soll nun weiter darauf eingegangen werden. Im Fall einer Schwebung ergeben

sich als Lösungen der Differentialgleichungen:

ϕ1(t) = ϕ0 cos

(

√

ω2
0
+ 2Ω2 − ω0

2
t

)

cos

(

√

ω2
0
+ 2Ω2 + ω0

2
t

)

ϕ2(t) = −ϕ0 sin

(

√

ω2
0
+ 2Ω2 − ω0

2
t

)

sin

(

√

ω2
0
+ 2Ω2 + ω0

2
t

)

Es ist leicht ersichtlich, dass hierdurch zwei Schwingungszustände charakterisiert werden, nämlich die

Schwebung des Systems und die Schwingung der Pendel. Man findet die Kreisfrequenzen

ωmod =

√

ω2
0
+ 2Ω2 − ω0

2
ωosz =

√

ω2
0
+ 2Ω2 + ω0

2

denn die Schwebungsfrequenzωmod liegt unterhalb der Schwingungsfrequenzωosz. Aus den Kreisfre-

quenzen lassen sich nun die Periodendauern bestimmen:

Tosz =
2π

ωosz
=

2TglTgeg

Tgl + Tgeg

Tmod =
π

ωmod

=
TglTgeg

Tgl − Tgeg

Wir werden experimentellTosz undTmod bestimmen und mit den theoretisch errechneten Werten ver-

gleichen.

Quellenverzeichnis
Demtröder, W.: Experimentalphysik 1

Meschede, D.: Gerthsen Physik

Skizzen des mathematischen und physikalischen Pendels:

Eichler, Krohnfeld, Sahm: Das neue physikalische Grundpraktikum

Graph der Schwebung:

http://www.pi1.uni-stuttgart.de/teaching/Vorlesungsversuche/Bilder/B4111.jpg

Skizzen der Fundamentalschwingungen:

http://www.sprott.net/science/physik/taschenbuch/daten/bild 4/09 0250.gif
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Aufgabe 1: Reversionspendel
Im ersten Versuchsteil betrachteten wir das Reversionspendel, mit dessen Hilfe wir unter anderem die

Erdbeschleunigung messen konnten. Das Pendel bestand aus einem Eisenstab mit zwei Schneiden, deren

Abstand variiert werden konnte. Mittels einer Lichtschranke konnte die Zeit bestimmt werden, die das

Pendel für eine vorher bestimmte Anzahl an Schwingungen benötigt.

Eichung
Zunächst war es notwendig, die Lichtschranke zu eichen, denn durch leichte Abweichungen von der

Lichtschranke aus der horizontalen Lage und durch eine nicht ganz mittige Ausrichtung ergibt sich ein

Offset, welchen wir berücksichtigen müssen. Wir haben amZeitmessgerät zunächst eingestellt, wie viele

Schwingungen wir messen wollen. Dann haben wir das Pendel ineinem kleinen Winkel aus der Gleich-

gewichtslage ausgelenkt und die Zeit bestimmt, die es für diese Schwingungsanzahl benötigt. Es war

dabei darauf zu achten, dass die Auslenkung des Pendels nicht zu gering ausfiel, da die Lichtschranke

sonst eventuell nicht mehr registrieren kann, ob das Pendeldurchgeschwungen ist. Nachfolgend sind

unsere Messergebnisse mit dazugehörigem Schaubild dargestellt.

Laut der Formel der Regressionsgeraden ergibt sich ein y-Achsenabschnitt vont = 0, 0221s. Diesen

Offset haben wir in allen nachfolgenden Messungen der Aufgabe 1 von unseren Messwerten abgezogen.
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Aufgabe 1.1: Vorbereitung
Vorbereitend wurde von uns zunächst die Pendellänge gemessen. Es ergab sich eine Länge vonL =

95, 20cm. Wie in der Vorbereitung gezeigt, ergibt sich die reduzierte Pendellängelr dann mittels

Lr =
2

3
L = 63, 47cm

Dadurch wissen wir nun, wo wir die reduzierte Pendellänge ungefähr erwarten können. Deshalb starten

wir im nachfolgenden Versuch unsere Messreihe bei einem Schneidenabstand von60cm und erhöhen

ihn dann, bis wir die reduzierte Pendellänge treffen.

Aufgabe 1.2: Bestimmung der Erdbeschleunigung

Mit Hilfe eines Reversionspendels (entsprechend der Abbildung rechts) sollte die

Erdbeschleunigungg bestimmt werden. Dazu wurde zunächst der Abstandh zwi-

schen den beiden Schneiden variiert und jeweils die Periodendauer bei Schwingun-

gen um die obere sowie um die untere Schneide bestimmt. Wir suchten den Abstand

h, bei welchem die Periodendauer beider Schneiden gleich war. Dieser Abstandh

entspricht dann genaulr.

Im Folgenden sind unsere Messwerte dargestellt. Die Periodendauern wurden bereits

mit dem Offset-Wert von∆T0
= 0, 022s korrigiert.

Durch Auftragen der Periodendauern über den Abstandh erhält man zwei Kurven, die sich in einem

Punkt schneiden.̈Uber diesen Schnittpunkt erhalten wirlr undTlr .

23



0,60 0,62 0,64 0,66
1,57

1,58

1,59

1,60

1,61

1,62

1,63

1,64

1,65

1,66

 obere Schneide
 untere Schneide

T 
in

 s

Abstsand in m

Gleichung y = m_2*x + c_2
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T_unten

Schnittpunkt mit 
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2,27382 0,02471

Steigung -1,048 0,03892
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Wert Standardfehler
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Schnittpunkt mit 
der Y-Achse

1,43993 0,00187

Steigung 0,26198 0,00297

lr berechnet sich nun folgendermaßen aus dem Schnittpunkt derGeradengleichungen der linearen Re-

gressionskurven:

lr =
c2 − c1

m1 −m2

Statistischer Fehler

Der statistische Fehlerσlr wird mit der Gaußschen Fehlerfortpflanzung berechnet. Er setzt sich aus den

Steigungsfehlern und den Fehlern des Y-Achsenabschnitts zusammen. Aus Origin entnehmen wir direkt:

σm1
= 0, 0030; σm2

= 0, 0389; σc1 = 0, 0019; σc2 = 0, 0247.

Damit lässt sich nunσlr bestimmen:

σlr =

√

(

∂lr

∂c1
σc1

)2

+

(

∂lr

∂c2
σc2

)2

+

(

∂lr

∂m1

σm1

)2

+

(

∂lr

∂m2

σm2

)2

=
1

|m1 −m2|

√

(−σc1)
2 + (σc2)

2 +

(

−
c2 − c1

m1 −m2

σm1

)2

+

(

−
c2 − c1

m1 −m2

σm2

)2

= 0, 0270m

Systematischer Fehler

Als systematischen Fehler nehmen wir den Fehler der Skalierung des Stabes an, der mit∆s = ±0, 2mm

24



angegeben ist.

Berechnung vonlr
Nach obiger Formel ergibt sichlr zu:

lr =
c2 − c1

m1 −m2

=
2, 274 − 1, 440

0, 2610 + 1, 048

= (0, 6371 ± 0, 0270 ± 0, 0002)m

Verglichen mit dem theoretischen Wert(lr = 0, 6347) haben wir eine relative Abweichung von 0,38%.

Dies ist ein sehr genauer Messwert, zusätzlich liegt der theoretische Wert in unserem angegebenen Feh-

lerbereich.

Um g zu bestimmen wird außerdem nochTlr benötigt, das ist die Periodendauer beilr, die bei Schwin-

gungen um beide Schneiden gleich groß ist. Löst man eine derbeiden Geradengleichungen nachlr auf

und setzt sie in die andere ein, so erhält man:

Tlr =
c2m1 − c1m2

m1 −m2

Statistischer Fehler

Der statistische FehlerσTlr
ergibt sich wieder mit der Gaußschen Fehlerfortpflanzung und den Fehlern

der Steigungen und y-Achsenabschnitte:

σTlr
=

√

(

∂Tlr

∂c1
σc1

)2

+

(

∂Tlr

∂c2
σc2

)2

+

(

∂Tlr

∂m1

σm1

)2

+

(

∂Tlr

∂m2

σm2

)2

=
1

|m1 −m2|

√

(−m2σc1)
2 + (m1σc2)

2 +

(

(c1 − c2)m2

(m1 −m2)
σm1

)2

+

(

(c2 − c1)m1

(m1 −m2)
σm2

)2

= 0, 0073s

Systematischer Fehler

Als Systematischen Fehler haben wir hier den relativen Eichfehler des Zeitmessgeräts, der mit∆t =

±0, 2% angegeben ist. Damit ergibt sich:

∆Tlr
= 0, 002 · 1, 606s = 0, 003s

Berechnung vonTlr

FürTlr erhalten wir schließlich:

Tlr =
c2m1 − c1m2

m1 −m2

=
2, 274 · 0, 2610 + 1, 440 · 1, 048

0, 2610 + 1, 048

= (1, 606 ± 0, 007 ± 0, 003)s

25



Hier zeigt ein Vergleich mit dem theoretischen Wert(Tlr = 1, 598s mit g = 9, 807m
s2
) eine relative

Abweichung von -0,50%. Auch hier liegt der theoretische Wert im von uns angegebenen Fehlerbereich.

Aus diesen gemessenen Werten lässt sich nun nach der Formelaus der Vorbereitung die Erdbeschleuni-

gungg bestimmen:

g =
4π2

T 2
lr

lr

Statistischer Fehler

Tlr sowielr sind wie eben gezeigt mit einem statistischen Fehler behaftet. Daher ergibt sich fürσg nach

der Gaußschen Fehlerfortpflanzung:

σg =

√

(

∂g

∂Tlr

σT lr

)2

+

(

∂g

∂lr
σlr

)2

=

√

√

√

√

(

−
8π2

T 3

lr

lr σT lr

)2

+

(

4π2

T 2

lr

σlr

)2

= 0, 4219
m

s2

Systematischer Fehler

Tlr sowielr sind außerdem mit einem systematischen Fehler behaftet. Mit dem arithmetischen Fehler-

fortpflanzungsgesetz ergibt sich:

∆g =

√

(

∂g

∂Tlr

∆Tlr

)2

+

(

∂g

∂lr
∆lr

)2

=

√

√

√

√

(

−
8π2

T 3
lr

lr ∆Tlr

)2

+

(

4π2

T 2
lr

∆lr

)2

= 0, 0366
m

s2

Berechnung vong

Nach obiger Formel ergibt sich nun fürg:

g =
4π2

T 2

lr

lr =
4π2

(1, 606s)2
· 0, 6371m

= (9, 752 ± 0, 422 ± 0, 037)
m

s2

Verglichen mit dem Literaturwert(g = 9, 807m
s2
) haben wir lediglich eine relative Abweichung von -

0,56%. Unter Berücksichtigung der angegebenen Fehler liegt der Literaturwert in unserem gemessenen

Bereich.
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Aufgabe 2: Fadenpendel
In diesem Versuchsblock wird nun ein Fadenpendel betrachtet, welches sich in erster Näherung als ma-

thematisches Pendel behandeln lässt. Da die Ausmaße der verwendeten Kugel diese Näherung allerdings

übersteigen, behandeln wir diese so, als wäre es ein physikalisches Pendel.

Eichung
Wie das Reversionspendel zuvor muss auch beim Fadenpendel zunächst die Zeitmesseinrichtung geeicht

werden. Wir gehen dabei analog zur Eichung in Aufgabe 1 vor und messen die Zeiten, die das Pendel

für verschieden gewählte Perioden benötigt. Nachfolgend sind die Messwerte und der zugehörige Graph

abgebildet.
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Aus der Regressionsgeraden lässt sich hier ein Offset vont = −0, 0619s ablesen. Wir werden also für

alle nachfolgenden Messungen in Aufgabe 2 diesen Offset vonunseren Messwerten abziehen, das heißt,

wir addieren den Betrag dieses Offsets auf alle gemessenen Werte.

Aufgabe 2.1: Bestimmung der Erdbeschleunigung
Nun sollte mit dem Fadenpendel ebenfalls die Erdbeschleunigungg bestimmt werden.

Wie in der Vorbereitung hergeleitet, lässt sich aus den gemessenen Dateng folgendermaßen berechnen:

g =
4π2

T 2

2

5
R2 + l2

l

Für den KugelradiusR haben wirR = (0, 0280 ± 0, 002)m angenommen. Der relativ große Fehler von

0,002m rührt daher, dass die Kugel einige Dellen und Unebenheiten hatte. Die Pendellängel war am

Versuchsplatz mitl = (2, 360 ± 0, 003)m angegeben. Die PeriodendauerT = 3, 068s erhalten wir aus

der Steigung der Regressionsgeraden aus der zuvor durchgeführten Eichung. Damit sind alle benötigten

Größen gegeben umg zu berechnen.

Statistischer Fehler

Lediglich T ist mit einem statistischen Fehler behaftet. DaT der Steigung der Regressionsgeraden aus

der Eichung entspricht, erhält man den statistischen Fehler σT aus dem Steigungsfehler der Geraden.

Dieser wird direkt von Origin alsσT = 0,0081s angegeben. Fürσg ergibt sich mit Hilfe der Gaußschen

Fehlerfortpflanzung:

σg =

√

(

∂g

∂T
σT

)2

=

∣

∣

∣

∣

∣

−
8π2

T 3

2

5
R2 + l2

l
σT

∣

∣

∣

∣

∣

= 0, 022
m

s2

Systematischer Fehler

Hier sind die GrößenR, T und l mit einem systematischen Fehler behaftet.∆T = 0, 0061s erhalten wir

wieder aus der Messungenauigkeit des Zeitmessers von±0, 2%. Die übrigen Fehler sind bereits oben

angegeben. Mit der Gaußschen Fehlerfortpflanzung erhält man:

∆g =

√

(

∂g

∂R
∆R

)2

+

(

∂g

∂T
∆T

)2

+

(

∂g

∂l
∆l

)2

=

√

√

√

√

(

16π2R

5lT 2
∆R

)2

+

(

−
8π2

T 3

2

5
R2 + l2

l
∆T

)2

+

(

4π2(5l2 − 2R2)

5l2T 2
∆l

)2

= 0, 0413
m

s2

Berechnung vong

Schließlich können wirg mit oben angegebener Formel berechnen:

g =
4π2

T 2

2

5
R2 + l2

l
=

4π2

(3, 068s)2

2

5
(0, 0280m)2 + (2, 360m)2

2, 360m

= (9, 899 ± 0, 022 ± 0, 043)
m

s2
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Auch dieses Mal ist die relative Abweichung zum Literaturwert (g = 9, 807m
s2
) mit 0,94% sehr gering,

jedoch liegt der Literaturwert nicht in dem von uns berechneten Fehlerbereich. Eventuell hätten wir den

Fehler des Kugelradius größer annehmen sollen.

Aufgabe 2.2: Abhängigkeit von Periodendauer und Amplitude
Als letztes Experiment am Fadenpendel haben wir verifiziert, dass die Periodendauer nur für kleine

Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage konstant ist. Dazu haben wir, beginnend bei der größten Aus-

lenkung, die Periodendauer in Abhängigkeit von der Auslenkung gemessen. Anschließend wurden diese

experimentell bestimmten Periodendauern mit den theoretischen Periodendauern verglichen, die sich er-

geben, wenn man für jede Auslenkung die Formel

T = 2π

√

2

5
R2 + (R+ l)2

g (R+ l)

(

1 +
1

4
sin2

ϕ0

2
+

9

64
sin4

ϕ0

2
+ ...

)

auswertet. Wir haben die Reihe dabei bis zur vierten Potenz des Sinus ausgeführt. Zur Berechnung haben

wir den angegebenen Wert der Länge des Fadens inklusive desKugelradiusl + R = 2, 36m verwendet,

sowie die Erdbeschleunigung zug = 9, 81m
s2

. Dadurch ergaben sich folgende Werte:

Diese Werte wurden von uns nun noch in ein Schaubild eingetragen.
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Es ist schön zu erkennen, dass sich zwar eine annähernd konstante Abweichung der experimentellen

und theoretischen Werte ergab, dass der Verlauf der gemessenen Periodendauern aber dem Verlauf der

theoretisch bestimmten entspricht. Des Weiteren ist erkennbar, dass die Periodendauern nur für sehr

kleine Auslenkungen annähernd konstant sind.

Als Fehlerquelle lässt sich hier vor allem die ungenaue Einstellung der Anfangsauslenkung anbringen,

denn der Abstand zwischen dem Pendel und der Winkelskala an der Wand ist recht groß, sodass es hier

zu großen Parallaxenfehlern gekommen ist.

Aufgabe 3: Kopplung zweier Pendel
Die folgenden Versuche führten wir an zwei Pendeln durch, die im späteren Verlauf durch eine Feder

gekoppelt wurden.

Aufgabe 3.1: Vorbereitung
Wir haben die beiden Pendel zunächst synchronisiert. Dabei haben wir beim einen Pendel den Abstand

LZ der Kreisscheibe zum Drehpunkt konstant gehalten und beim anderen Pendel diesen Abstand leicht

verändert. Nach jeder Variation wurde von uns die Periodendauern beider Pendel bestimmt. Bei einem

Abstand von

LZ = 0, 911m

ergaben sich experimentell für beide Pendel dieselbe PeriodendauerT0 mit

T0 = 1, 850s

Aufgabe 3.2: Fundamentalschwingungen
Es wurden von uns nun beide Pendel mittels einer Feder verbunden, sodass ein gekoppeltes System vor-

lag. Dabei haben wir zunächst nur die in den Vorbereitungenangesprochenen Fundamentalschwingungen

betrachtet, eine Schwebung wurde während allen Messungenweitestgehend verhindert. In Abhängigkeit

vom Abstandl der Feder zum Drehpunkt, also von der Koppellänge, wurden von uns nun die Perioden-

dauern der beiden Fundamentalschwingungen in jeweils dreiEinzelmessungen bestimmt. Aus diesen

wurde dann der Mittelwert gebildet. Nachfolgend eine Tabelle mit unseren Messwerten und den daraus

gebildeten Mittelwerten.

Es wurde bei den gewählten Koppellängen darauf geachtet,dass die Kopplung nicht zu fest wirken sollte.

Es lässt sich erkennen, dassT0, T ′

gl undT ′′

gl für die gleichsinnige Schwingung im Rahmen der Messge-

nauigkeit konstant blieben, wohingegen bei der gegensinnigen Schwingung der TrendT0 > T ′

geg > T ′′

geg
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zu erkennen war.

Dies deckt sich auch mit unseren Vermutungen aus der Vorbereitung, denn im gleichsinnigen Schwin-

gungsfall bleibt die Feder theoretisch immer entspannt, die Pendel schwingen also so, als seien sie nicht

durch die Feder gekoppelt. Daher ist dieser Schwingungstypauch kopplungsunabhängig.

Im gegensinnigen Schwingungsfall hingegen wird die Feder permanent ge- und entspannt, sodass die

Koppellänge hier einen deutlichen Einfluss auf die Periodendauer nimmt. Es ist dabei zu erkennen, dass

bei steigender Koppellänge, und damit auch bei festerer Kopplung, die Periodendauer abnimmt.

Gründe für die leichte Abweichung der Periodendauern für die gleichsinnige Schwingung sind vor allem

Messungenauigkeiten, denn zur Zeitmessung wurde eine Stoppuhr und Augenmaß benutzt, sodass hier

relativ große Fehler auftreten. Des Weiteren ist es praktisch fast unmöglich, die Pendel so auszulenken,

dass sie genau die Fundamentalschwingungen annehmen, ohneleichte Schwebungsanteile mit einzubau-

en. Außerdem ist es schwer, beide Pendel zum exakt gleichen Zeitpunkt loszulassen.

Da die so bestimmten Periodendauern fehlerbehaftet sind, werden auch die nachfolgend berechneten

Werte aus denselben Gründen fehlerbehaftet sein.

Experimentelle Bestimmung des Tr̈agheitsmoments und der Federkonstan-

ten

Es soll nun das Trägheitsmoment aus den von uns gemessenen Werten berechnet werden. Als Ge-

samtlängeLges des Stabs haben wirLges = 106, 8m gemessen. Die Längendichte des Stabs betrug

ρ = 7, 44 g
cm

, dadurch ergibt sich die Stabmassemstab zu:

mstab = ρ · Lges = 7, 44
g

cm
· 106, 8cm = 794, 592g

Die Pendelscheiben besaßen den Durchmesserd = 10cm. Als Literaturangabe findet sich mitm =

1221g gerade die Masse der Pendelscheibe inklusive der Masse des10 Zentimeter langen Stababschnitts,

welcher durch die Pendelscheibe hindurchgeht. Für die wahre Masse der Pendelscheibemscheibe muss

die Stabmasse davon abgezogen werden:

mscheibe = 1221g − ρ · d = 1221g − 7, 44
g

cm
· 10cm = 1146, 600g

Die Masse der Koppelbefestigungmkoppel ist als Literaturwert gegeben mit

mkoppel = 44g

Somit ergibt sich als Gesamtmassemges des Pendels:

mges = mstab +mscheibe +mkoppel = 1985, 192g

Da die Schwerkraft am Schwerpunkt des Pendels angreift, muss dieser zunächst gemäß der Formel

LS =
mscheibe · LZ +mkoppel · l +mstab ·

L
2

mges

für beide Koppellängenl berechnet werden. Anschließend haben wir aus den Mittelwerten der Perioden-

dauern die Kreisfrequenzen der gleich- und gegensinnigen Schwingungen mittels

ω =
2π

T
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berechnet. Zusätzlich ist die Berechnung der FrequenzΩ notwendig, die bei gegensinniger Schwingung

auftritt. Diese lässt sich dann über

Ω =

√

ω2
geg − ω2

gl

2

für beide Koppellängen bestimmen.

Nun sind alle Größen bekannt, die zur Bestimmung des TrägheitsmomentsΘ und der Federkonstanten

D nötig sind. Wie in der Vorbereitung gezeigt, ergibt sich das Trägheitsmoment über

Θ =
mgesgLS

ω2
gl

und die Federkonstante über

D =
ΘΩ2

l2

Nachfolgend sind alle berechneten Werte in einer Tabelle zusammengefasst.

Es ist zu erkennen, dass sich die Federkonstanten bei unterschiedlichen Koppellängen unterscheiden.

Dies ist auf oben angesprochene Messungenauigkeiten zurückzuführen, die nun auch in die berechneten

Werte einfließen.

Weitere Bestimmungen der Federkonstanten

Wir haben anschließend die FederkonstanteD über einen statischen und einen dynamischen Versuch

bestimmt.

(a) Statische Methode

Die Feder wurde von uns an einem Stativ aufgehängt. Anschließend haben wir verschiedene Mas-

senm an der Feder befestigt und deren Auslenkungx aus der Ruhelage gemessen. Nach dem

Hookeschen Gesetz gilt:

D =
mg

x

Auf diese Weise konnten wir für drei verschiedene Massen mit m = 100g, m = 200g und

m = 300g direkt die Federkonstante bestimmen. Die Ergebnisse sind in nachfolgender Tabelle

festgehalten. Zum Vergleich wurde daraus der Mittelwert gebildet.
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(b) Dynamische Methode

Wir haben an der selben Versuchsanordnung nun für Gewichteder Massenm = 100g undm =

200g Schwingungsversuche durchgeführt. Dabei wurde das Federpendel um eine gewisse Strecke

ausgelenkt und mittels Stoppuhr die Periodendauer bestimmt. Aus ihr ergibt sich mittels der For-

mel

D = 4π2 m

T 2

die Federkonstante. Nachfolgend ist auch hier die Messwertetabelle mit den berechneten Feder-

konstanten dargestellt. Dabei sind die angegebenen Periodendauern als Mittelwerte mehrerer Mes-

sungen zu verstehen.

Wie die Messungen zuvor sind auch die statische und die dynamische Methode fehlerbehaftet. Es ist zu

erkennen, dass die auf diese Weise bestimmten Federkonstanten untereinander sowie im Vergleich zu

den aus dem gekoppelten System bestimmten Werten leicht voneinander abweichen.

Beim statischen Versuch ergeben sich als hauptsächliche Fehlerquelle Ablesefehler.

Beim dynamischen Versuch hingegen ist die genaue Zeitmessung mit der Stoppuhr eine große Fehler-

quelle, denn vor allem bei kleinen angehängten Massen ist die Frequenz des Pendels sehr hoch, was eine

genaue zeitliche Messung erschwert. Unabhängig davon istauch die Reaktionszeit des Experimentators

eine nicht zu vernachlässigende Fehlerquelle.

Theoretische Berechnung des Tr̈agheitsmoments

Zur Kontrolle soll nun eine theoretische Berechnung des Tr¨agheitsmoments mittels der angegebenen

Werte erfolgen. Das TrägheitsmomentΘges des gesamten Pendels ergibt sich als Summe über alle rele-

vanten Trägheitsmomente. Dabei gelten für die Massen dieweiter oben angegebenen Werte. Zunächst

sollen die Trägheitsmomente der einzelnen Komponenten des Pendels betrachtet werden. Da der Stab

durch die Kreisscheibe in zwei Abschnitte aufgeteilt wird,soll die Berechnung von dessen Trägheitsmoment

auch in zwei Teilen erfolgen. Daraus folgt direkt, dass man für das Trägheitsmoment der Scheibe nun

wieder die im Literaturwert angegebene Massemscheibe∗ = 1221g verwenden muss.

Die Kreisscheibe mit dem Radiusr = d
2
, deren Zentrum sich im AbstandLZ von der Drehachse befinde,
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besitzt das Trägheitsmoment

Θscheibe =
1

2
mscheibe ∗ ·

(

d

2

)2

+mscheibe ∗ ·

(

d

2
+ LZ

)2

Die Aufhängung der Feder im Abstandl von der Drehachse wird von uns als punktförmig betrachtet.Sie

besitzt dann das Trägheitsmoment

Θkoppel = mkoppel · l
2

Für den oberen und unteren Teil des Stabs betrachten wir zunächst noch die Massen dieser beiden Stab-

teile.

Der obere Teil hat die LängeLstab,oben = LZ − d
2

und damit die Massemstab,oben = Lstab,oben · ρ =

640, 584g. Die Drehachse ist umsstab,oben = 1

2

(

LZ − d
2

)

vom Schwerpunkt verschoben. Mit der in der

Vorbereitung angegebenen Formel folgt nun als Trägheitsmoment des oberen Stabteils

Θstab,oben =
1

12
mstab,oben · L2

stab,oben +mstab,oben · s2stab,oben

Für die Länge des unteren Teils giltLstab,unten = Lges − LZ − d
2

und somit als Massemstab,unten =

Lstab,unten ·ρ = 79, 608g. Hier ist die Drehachse umsstab,unten = LZ+
d
2
+

Lstab,unten

2
vom Schwerpunkt

verschoben. Hier ergibt sich nun als Trägheitsmoment

Θstab,unten =
1

12
mstab,unten · L2

stab,unten +mstab,unten · s2stab,unten

Es sind nun tabellarisch die Rechenergebnisse für verschiedene Koppellängenl zusammengefasst.

Es ist zu erkennen, dass die theoretisch errechneten Trägheitsmomente um etwa10% von den experi-

mentell bestimmten abweichen. Dies ist im Rahmen der Messgenauigkeit in Ordnung. Mögliche Fehler-

quellen dafür sind bereits oben genannt. Es kommt hier hinzu, dass die verwendeten Körper alle nicht

ideal sind, insbesondere ist die Koppelfederbefestigung in der Realität nicht punktförmig, wodurch sich

ein anderes Trägheitsmoment ergeben würde. Außerdem waren die verschiedenen Abstände nur recht

ungenau mit einem Lineal messbar.

Aufgabe 3.3: Schwebungen
Abschließend betrachten wir nun eineÜberlagerung beider Fundamentalschwingungen: Schwebungs-

zustände. Dabei wollen wir die SchwingungsdauerTosz und die SchwebungsdauerTmod bestimmen.

Wie in der Skizze unten angedeutet ist darauf zu achten, dassdie Schwebungsdauer nur auf eine halbe

Periode definiert ist und nicht auf eine volle, wie die Schwingungsdauer.
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Wir haben als Koppellängel = 25cm genutzt. Zur Bestimmung der Periodendauern haben wir anfangs

eines der Pendel festgehalten und das andere um einen kleinen Winkel ausgelenkt. Dann wurden beide

Pendel losgelassen. Zunächst schwang das ausgelenkte Pendel stark, wohingegen das festgehaltene nur

leicht um die Ruhelage oszillierte. Nach einer Weile nahm das zweite Pendel immer mehr Schwung auf,

und das Verhältnis kehrte sich um. Zwischen diesen Zuständen wechselte das System periodisch.

Bei der Bestimmung der Schwingungsdauer haben wir jeweils die Zeit bestimmt, die das anfangs ausge-

lenkte Pendel für vier volle Perioden benötigt. Mehr Perioden waren im Versuch nicht möglich, da das

erste Pendel dann bereits so stark abgebremst wurde, dass keine genaue Messung mehr erfolgen konnte.

Aus diesen Zeiten konnte dann die Schwingungsdauer bestimmt werden.

Für die Schwebungsdauer gingen wir ähnlich vor. Hier haben wir die Zeit gemessen, die verstrichen ist,

bis das anfangs festgehaltene Pendel zum ersten Mal nach demLoslassen wieder in Ruhe gerät. Dies

lieferte uns dann direkt die Schwebungsdauer. Nachfolgendfinden sich unsere Messwerte. Es wurden

für jede Periodendauer drei Messungen durchgeführt und der Mittelwert gebildet.

Anschließend haben wir mit den aus Aufgabe 3.2 berechneten Werten fürTgl undTgeg mittels der in der

Vorbereitung angesprochenen Formeln

Tosz,theor =
2TglTgeg

Tgl + Tgeg

Tmod,theor =
TglTgeg

Tgl − Tgeg

die theoretischen Werte der Schwingungs- und Schwebungsdauern berechnet. Dies ist in unten stehender

Tabelle dargestellt.
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Es lässt sich erkennen, dass unsere experimentell bestimmten Werte gut mit den theoretischen über-

einstimmen. Mögliche Fehlerquellen sind hier wieder die ungenaue Bestimmung der Periodendauern

mittels der Stoppuhr und die menschliche Reaktionszeit. Bei der Schwebungsdauer kommt hinzu, dass

es schwer ersichtlich ist, wann das anfangs unausgelenkte Pendel wieder in die Ruhelage zurückfindet,

da es immer etwas um sie herum oszilliert.
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